
2次元調和関数のいくつかの話題

ラプラス方程式の解は調和関数と呼ばれ，物理学や工学でも重要である．2次元の調和関数
の基本的性質を複素関数論の援助を借りて整理し，それらをいくつかの話題に応用する．
　　 §1. 正則関数の基本性質の確認
　　 §2. 2次元調和関数の基本的性質
　　 §3. 調和関数の逆平均値の定理
　　 §4. 単位円板におけるディリクレ問題
　　 §5. 楕円領域におけるディリクレ問題
　　 §6. ディリクレ原理による解法
　　 §7. 上半平面におけるディリクレ問題
　　 §8. ラドン変換の非一意性を示す調和関数の存在
　　 §9. 半平面の調和関数による特徴付け
　　 [付録 1] 複素数の効用　　
　　 [付録 2] ディリクレ問題の歴史

2次元ユークリッド空間 R2 の点を X または (x, y) で表わす．R2 は複素平面 C と同一視
できる．

R2 3 X = (x, y) ←→ z = x + iy ∈ C.

この同一視によって，X = z とも書き，関数 f の値も f(X) = f(x, y) = f(z) である．なお，
原点は O = (0, 0) と書くが，0 = 0 + i0 の関係から，単に O = 0 とも書く．R2 の (可則な)
部分集合 A について

∂A で A の境界， A で A の閉包， A◦ で A の内部， |A| で A の面積

を表わす．X ∈ R2, r > 0 に対して，D(X, r) で中心 X, 半径 r の開円板を表わす．このとき

∂D(X, r) は円周， D(X, r) は閉円板, D(X, r)◦ = D(X, r), |D(X, r)| = πr2

である．領域 (= 連結開集合) Ω 上の C2-級関数 h(x, y) が，ラプラス方程式

∆h(x, y) :=
∂2h

∂x2
(x, y) +

∂2h

∂y2
(x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ Ω

を満たすとき，h は Ω 上の調和関数と呼ばれる．以後，調和関数は常に実数値とする．

§1. 正則関数の基本性質の確認
領域 Ω 上の (複素数値)関数 f は Ω の各点で微分可能，すなわち，任意の z ∈ Ω に対して

f ′(z) := lim
ζ→z

f(ζ)− f(z)
ζ − z

　が存在して

かつ f ′(z) が Ω で連続になるとき Ω 上の正則関数と言う1．

1実は f ′ の連続性を仮定する必要はない．f が Ω のすべての点で微分可能ならば，後の (1.2) の主張が示される
(グルサの定理)，これから (1.3), (1.4) が導かれて， f ′ は連続になる．さらに，べき級数展開ができることから f
は無限回微分可能になる．f ′ の連続性を仮定する理由は，グリーンの定理を使って (1.2) を示したいからであろう．
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定理 1.1 (コーシー・リーマンの関係式 [11, 定理 3.2]) f(z) = u(x, y) + iv(x, y) とする．f

が Ω で正則である必要十分条件は u, v が Ω で C1 級でかつ，コーシー・リーマンの関係式
ux = vy, uy = −vx を満たすことである．このとき次が成り立つ：

(1.1) f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y) = vy(x, y)− iuy(x, y) (∀z = x + iy ∈ Ω).

始点と終点が一致しそれ以外では交わらない曲線をジョルダン閉曲線と言う．ジョルダン閉
曲線は有界な領域を唯一つ定める (ジョルダンの曲線定理)．それをCの内部と言い，(C) で表
わす．(C) を左側に見て進む方向 (反時計回り)を曲線 C の正の向きと約束する．以下，曲線
はすべて区分的に滑らかとする2．

定理 1.2 (コーシーの積分定理とモレラの定理 [11, 定理 5.1, 定理 5.4]) f は領域 Ω 上の連
続関数とする．f が正則なら (C) ⊂ Ω を満たすジョルダン閉曲線 C に対して

(1.2)
∫

C
f(z)dz = 0

が成り立つ．逆に (C) ⊂ Ω を満たす任意のジョルダン閉曲線 C に対して，いつも (1.2) が成
り立てば f は Ω で正則である．

問題 1.1 グリーンの公式
∫

C

Pdx + Qdy =
∫∫

(C)

(−Py + Qx)dxdy を使って，f が正則なら (1.2) が

成り立つことを示せ．

定理 1.3 (コーシーの積分公式 [11, 定理 5.2]) f は領域 Ω で正則とする．(C) ⊂ Ω を満たす
ジョルダン閉曲線 C に対して

(1.3) f(ζ) =
1

2πi

∫
C

f(z)
z − ζ

dz (∀ζ ∈ (C))

が成り立つ．さらに，任意の n ∈ N について

(1.4) f (n)(ζ) =
n!
2πi

∫
C

f(z)
(z − ζ)n+1

dz (∀ζ ∈ (C)).

領域 Ω 内の任意のジョルダン閉曲線 C 対して (C) ⊂ Ω がいつも成り立つとき， Ω は単連
結と言う．直感的には Ω に穴が空いていないことである．また，Ω 上の正則関数 F が F ′ = f

を満たすとき F は f の原始関数と言う．

定理 1.4 (原始関数の存在 [11, 定理 5.3]) 単連結領域 Ω 上の正則関数にはいつも原始関数が
存在する．

単連結でないと原始関数の存在は保障されない．

問題 1.2 {0 < |z| < 1} (穴あき円板) 上の正則関数 1/z の原始関数は存在しないことを示せ．

2曲線とは z(t) = x(t)+iy(t) (a ≤ t ≤ b)と連続関数 x(t), y(t)を使って媒介変数表示されるものを言う．z(a)が

始点，z(b)が終点である．x(t), y(t)が C1 級のときに滑らかな曲線と言う．このとき
∫

C

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt

である．区分的に滑らかな曲線とは有限個の滑らかな曲線を繋げたものである．
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定理 1.5 (一致の定理 [11, 定理 8.4]) f, g は領域 Ω で正則とする．次の条件 (1) または (2)
が成り立てば f ≡ g である．

(1) ある点 z0 ∈ Ω で f (n)(z0) = g(n)(z0) (∀n = 0, 1, 2, · · ·) が成り立つ．
(2) Ω の点列 {zn} で， lim

n→∞
zn = z0 ∈ Ω (zn 6= z0) かつ f(zn) = g(zn) (∀n = 1, 2, 3, · · ·) を

満たすものが存在する．

問題 1.3 f(z) = e(2πi)/z−1は右半平面 {z; Re(z) > 0}で正則で，zn = 1/nは零点であり， lim
n→∞

zn = 0

であるが f 6≡ 0 である．これは定理 1.5 (2) に矛盾しないか？

定理 1.6 (最大値の原理 [11, 定理 7.1]) f は領域 Ω で正則とする．
(1) |f | が Ω 内で極大値をとれば f は定数関数である．
(2) Ω が有界で，f が 閉包 Ω で連続ならば， |f | は Ω での最大値を境界 ∂Ω 上で取る．

定理 1.7(べき級数展開とローラン展開 [11, 定理 6.3, 定理 10.1])
(1) f が円板 D(z0, R) := {|z − z0| < R} で正則ならば，

(1.5) f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n

とべき級数の形で書ける．さらに

(1.6) an =
f (n)(z0)

n!
=

1
2πi

∫
|z−z0|=r

f(z)
(z − z0)n+1

dz (0 < ∀r < R, ∀n = 0, 1, 2, · · ·).

(2) f が環状領域 A(z0, R1, R2) := {R1 < |z − z0| < R2} で正則ならば，

(1.7) f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)n +
∞∑

n=1

a−n

(z − z0)n
(∀z ∈ A(z0, R1, R2))

と展開できる (ローラン展開)．さらに

(1.8) an =
1

2πi

∫
|z−z0|=r

f(z)
(z − z0)n+1

dz (R1 < ∀r < R2, ∀n = 0,±1,±2, · · ·).

定理 1.8 (一様収束極限 [11, 定理 6.1]) {fn}∞n=1 は領域 Ω 上の正則関数の列とする．fn が
Ω 上の関数 f に広義一様収束すれば f も Ω で正則である．

§2. 2次元調和関数の基本的性質
2次元の調和関数は正則関数と密接に関係する．

定理 2.1 ([11, 定理 14.1]) Ω を R2 = C の領域とする．
(1) f が Ω で正則ならば， u := Ref と v := Imf は Ω 上の調和関数である．
(2) h が Ω で調和で，さらに Ω が単連結であれば，h = Ref となる正則関数 f が Ω 上に
存在する (f は定数の差を除いて一意的に定まる)．

問題 2.1 Ω := {(x, y);x > 0, y > 0}(第 1象限)とする．log(x2 + y2) と arctan(y/x) はともに Ω 上
の調和関数であることを確かめよ．
問題 2.2 (1) 定理 1.7のべき級数展開から正則関数は何回でも微分できる．これより f = u + iv と

したとき u, v は C∞ 級である．この事実とコーシー・リーマンの関係式から定理 2.1 (1) を示せ．
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(2) 次の (i), (ii) に従って定理 2.1 (2) に証明を与えよ：
(i) h が調和関数のとき g(z) := hx(x, y)− ihy(x, y) は Ω で正則になる．
(ii) 定理 1.4 から g の原始関数 G が Ω に存在する．z0 ∈ Ω を取り，f(z) = G(z) − G(z0) + h(z0)

とすれば，f が求める関数である．

定理 2.2 (等角不変性）D, Ω を 2つの領域として，φ : D 7→ Ω を上への等角写像 (φ は D で
正則でかつ 1対 1)とする．h が Ω 上の調和関数ならば，h(φ(z)) は D で調和である．

問題 2.3 定理 2.2 を以下の 2通りの方法で示せ：
(1) 定理 2.1 を用いて，正則関数の合成関数微分を使う．
(2) φ(z) = u(x, y) + iv(x, y) のとき h(φ(z)) = h(u(x, y), v(x, y)) のラプラシアンを直接計算する．

定理 2.3 (調和関数の平均値の定理 [11, 定理 14.2 (3)]）h は領域 Ω で調和で，円板 D(X0, r)
が D(X0, r) ⊂ Ω を満たせば，X0 = (x0, y0) のとき

(2.1) h(x0, y0) =
1
2π

∫ 2π

0
h(x0 + r cos θ, y0 + r sin θ)dθ

が成り立つ．逆に，h は Ω で連続で，D(X0, r) ⊂ Ω を満たす任意の円板について (2.1) が成
り立てば，h は調和関数である．

この定理の後半の主張は積分の条件から微分可能性が示されて興味深い．証明は，後述の §4
の結果を使わないと (少なくとも私には)できないので，後回しにする (問題 4.5)．

問題 2.4 D(X0, r) ⊂ D ⊂ Ω なる単連結領域 D を取って，コーシーの積分公式 (1.3) から (2.1) を
導け．

定理 2.4 (調和関数の一致の定理 [11, 定理 14.2 (1)]) h は領域 Ω で調和とする．Ω 内の空で
ない開集合 D 上で h が 定数 c ならば Ω 上で h ≡ c である．

[証明] g(z) := hx(x, y)− ihy(x, y) とすると問題 2.1 (2) (i) より g は正則関数である．さらに g はD

で 0なので，一致の定理 (定理 1.5)より Ω で恒等的に 0である．よって hx = hy ≡ 0 なので，h は Ω

で定数であるが，D で c なので，その定数は c である．

問題 2.5 上記の証明で g ≡ 0 となる理由を述べよ．

定理 2.5 (調和関数の最大値の原理 [11, 定理 14.2 (2)]) h を領域 Ω で調和とする．
(1) h が Ω 内で極大値を取れば h は定数関数である．
(2) Ω を有界とする．h が Ω で連続とし，境界 ∂Ω 上で h ≤ 0 が成り立てば，Ω内におい
ても h ≤ 0 が成り立つ．

[証明] (1) z0 = x0 + iy0 で h は極大値を取ったとする．すなわち，z0 を中心の円板 D := D(z0, r) が
存在して h(z0) ≥ h(z), ∀z ∈ D が成り立つとする．D は単連結なので，Re(f) = h となる正則関数 f
が D に存在する．g(z) := ef(z) とすると g も D で正則で

(2.2) |g(z0| ≥ |g(z)|, ∀z ∈ D

である．最大値の原理 (定理 1.6)より g は D の定数関数であり，f も定数関数になり h も D 上で定
数 c = h(z0) になる．一致の定理 (定理 2.4)より Ω で h ≡ h(z0)である．

(2) hは有界閉集合 Ωで連続なので，連続関数についての最大値原理からある点 z0 ∈ Ωで hは最大と
なる．すなわち h(z0) ≥ h(z) (∀z ∈ Ω) である．もし，z0 ∈ ∂Ω なら h(z0) ≤ 0 なので h(z) ≤ h(z0) ≤ 0
で OKである．もし z0 ∈ Ω なら (1) よりこの場合も h は非正である．
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問題 2.6 (1) (2.2) が成り立つ理由および，D 上で g が定数なら f も定数になることを示せ．
(2) z0 ∈ Ω のときも h ≤ 0 となる理由を説明せよ．
問題 2.7 Ω を有界とする．調和か関数 h が Ω で連続とし，h = 0 が境界 ∂Ω で成り立てば，Ω内に

おいて h ≡ 0 となることを示せ．

定理 2.6 (調和関数の一様収束極限) {hn}∞n=1 は領域 Ω 上の調和関数の列とする．hn が Ω
上の関数 h に広義一様収束すれば h も Ω で調和である.

[証明] D(X0, r) ⊂ Ω とする．hn は調和なので (2.1) から

hn(x0, y0) =
1
2π

∫ 2π

0

hn(x0 + r cos θ, y0 + r sin θ)dθ

が成り立つ．hn は h に一様収束するので，極限と積分の順序交換ができて，h に対しても (2.1) を得
る．定理 2.3 の後半の主張から h は調和関数である．

§3. 調和関数の逆平均値の定理
まず定理 2.3 の拡張として次が成り立つ．

定理 3.1 h は D(0, R) で調和かつ可積分とする．このとき次が成り立つ：

(3.1) h(0, 0) =
1

|D(0, R)|

∫∫
D(0,R)

h(x, y)dxdy.

[証明] 定理 2.3 より 0 < r < R について h(0, 0) =
1
2π

∫ 2π

0

h(r cos θ, r sin θ)dθ が成り立つことに注

意して，重積分を極座標変換すると

1
|D(0, R)|

∫∫
D(0,R)

h(x, y)dxdy =
1

πR2

∫ 2π

0

∫ R

0

h(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

=
2

R2

∫ R

0

(
1
2π

∫ 2π

0

h(r cos θ, r sin θ)dθ

)
rdr =

2
R2

∫ R

0

h(0, 0)rdr = h(0, 0).

問題 3.1 上の証明において h の可積分性の条件をどこで用いているか？

この結果の逆に相当する次の事実の証明が本節の目標である．この問題はかなり古くから論
じられていた思われるが，ここではKuran によるエレガントな証明 ([7]) を紹介する．

定理 3.2 Ω を R2 の面積有限な開集合で原点 O = (0, 0) を含むとする．Ω 上のすべての可
積分な調和関数 h に対して

(3.2) h(0, 0) =
1
|Ω|

∫∫
Ω

h(x, y)dxdy

が成り立てば Ω は原点中心の円板である．

[証明] Ω に含まれる原点 O を中心とする開円板で半径が最大のものを B で表す．その半径を r と
し，|OA| = r となる点 A = (a, b) ∈ ∂Ω を選ぶ．Ω = B であることを示せば十分である．このために，
次の Ω 上の関数 h(x, y) を考える：

(3.3) h(x, y) :=
x2 + y2 − r2

(x− a)2 + (y − b)2
+ 1, (x, y) ∈ Ω.
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このとき，次がわかる：

(3.4) h(0, 0) = 0, h(x, y) ≥ 1, ∀(x, y) ∈ Ω \B

(3.5) h は Ω で調和であり，かつ可積分である．

さて，条件 (3.2) より

0 = |Ω|h(0, 0) =
∫∫

Ω

h(x, y)dxdy =
∫∫

B

h(x, y)dxdy +
∫∫

Ω\B

h(x, y)dxdy.

一方，調和関数 h の平均値の性質 (3.1) より

1
|B|

∫∫
B

h(x, y)dxdy = h(0, 0) = 0

である．これらから
∫∫

Ω\B

h(x, y)dxdy = 0 を得る．さらに，(3.4) より Ω\B 上で h ≥ 1 であったから

0 =
∫∫

Ω\B

h(x, y)dxdy ≥
∫∫

Ω\B

dxdy = |Ω \B| ≥ |Ω \B|

より Ω \B = ∅ がわかる．よって B ⊂ Ω ⊂ Ω
◦ ⊂ B

◦
= B となり，結局 Ω = B が示される．

問題 3.2 (3.5) の 2つの事実を確認せよ．
問題 3.3 上の証明の最後の部分である Ω \B = ∅ および Ω = B となる理由を説明せよ．

§4.単位円板におけるディリクレ問題
Ω を R2 の領域とし，f を ∂Ω 上の (実数値)連続関数とする．Ω 上の連続関数 h で

(4.1) h は Ω で調和で，かつ lim
X→Y

h(X) = f(Y ) (∀Y ∈ ∂Ω)

を満たすものを，f に対する Ω でのディリクレ問題の解と言う．

定理 4.1 Ω が有界ならば，ディリクレ問題の解は存在すれば一意的である．

問題 4.1 h1, h2 をともに f に対するディリクレ問題の解とし，h := h1 − h2 とする．調和関数の最
大値の原理 (定理 2.5 (2))を使って h ≡ 0 を示せ (これは定理 4.1 の証明)．

ディリクレ問題は解がない場合もあるが (後の問題 4.6)，Ω が単位円板なら解を具体的に表
示できる．そのためにポアソン核とポアソン積分を導入する．次の関数 P (z, ζ) を (単位円板
の) ポワソン核と呼ぶ：

(4.2) P (z, ζ) := Re
(

ζ + z

ζ − z

)
=

1− |z|2

|ζ − z|2
(|z| < 1, |ζ| = 1).

また，単位円周 ∂D(0, 1) 上の連続関数 f に対して，

(4.3) P [f ](z) :=
1
2π

∫ 2π

0
P (z, eiθ)f(eiθ)dθ (z ∈ D(0, 1))

を f のポアソン積分と言う．ポアソン核は次の性質を持つ：
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補題 4.1 (1) z = reit, ζ = eiθ のとき P (z, ζ) =
1− r2

1− 2r cos(t− θ) + r2
> 0.

(2)
ζ + z

ζ − z
= 1 + 2

∞∑
n=1

zne−inθ より 1
2π

∫ 2π

0
P (z, eiθ)dθ = 1．

(3) δ > δ′ > 0 のとき |ζ − ζ0| ≥ δ かつ |z − ζ0| < δ′ ならば P (z, ζ) ≤ 2δ′

(δ − δ′)2
.

問題 4.2 上記の (1), (2), (3) を確かめよ．

定理 4.2 (単位円板におけるディリクレ問題) 単位円板ではポアソン積分がディリクレ問題の
解を与える．すなわち，h(z) = P [f ](z) とすると，h は D(0, 1) で調和になり次を満たす：

(4.4) lim
z→ζ0

h(z) = f(ζ0) (∀ζ0 ∈ ∂D(0, 1)).

[証明] F (z) :=
1
2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
f(eiθ)dθ と定めると F は D(0, 1) で正則で ReF (z) = P [f ](z) であ

る．よって h = P [f ] は調和関数である．(4.4) を示そう．ζ = eiθ, ζ0 = eiθ0 とすると

(4.5) P [f ](z)− f(ζ0) =
1
2π

∫ 2π

0

P (z, eiθ)(f(eiθ)− f(eiθ0))dθ

である．f は ζ = ζ0 で連続なので，任意の ε > 0 に対して，δ > 0 が存在して，|ζ − ζ0| < δ ならば
|f(ζ)− f(ζ0)| < ε となる．これより

(4.6)
1
2π

∫
|eiθ−ζ0|<δ

P (z, eiθ)|f(eiθ)− f(eiθ0)|dθ <
1
2π

∫
|eiθ−ζ0|<δ

P (z, eiθ) · ε dθ ≤ ε

となる．また，f は有界なので |f(ζ)| ≤M とすると，|f(eiθ)− f(eiθ0 | ≤ |f(eiθ)|+ |f(eiθ0)| ≤ 2M で
あり，δ′ > 0 を 2δ′/(δ − δ′)2 < ε が成り立つように小さく取れば，補題 4.1 (3) から |ζ − ζ0| ≥ δ かつ
|z − ζ0| < δ′ ならば，P (z, ζ) < ε なので

(4.7)
1
2π

∫
|eiθ−ζ0|≥δ

P (z, eiθ)|f(eiθ)− f(eiθ0)|dθ ≤ 1
2π

∫
|eiθ−ζ0|≥δ

ε · 2Mdθ < 2Mε

が成り立つ．以上より |z − ζ0| < δ′ ならば |P [f ](z)− f(ζ0)| < ε(1 + 2M) となり (4.4) が示される．

問題 4.3 (1) F が正則関数であることを示せ．さらに ReF (z) = P [f ](z) を確認せよ．
(2) 補題 4.1 (1), (2) から (4.5) が成り立つことを確認せよ．
問題 4.4 φ(z) = rz + z0 とする． f が円周 ∂D(z0, r) 上の連続関数のとき f(φ(z)) は単位円周 |z| = 1

上の連続関数である．この事実からD(z0, r) におけるのディリクレ問題の解を与えよ．
問題 4.5 以下の方針に従って定理 2.3 の後半の主張に証明を与えよ．h はすべての円板で (2.1) を満

たす Ω 上の連続関数とし，D = D(α, r) を D ⊂ Ω を満たす円板とする．境界関数 f := h|∂D に対する
D でのディリクレ問題の解を PD[f ] とし，D 上の関数 h̃(z) := h(z)− PD[f ](z) を考える．

(1) h̃ について，閉包が D に含まれる任意の円板において (2.1) が成り立つ．その理由を述べよ．
(2) h̃ 6≡ 0 ならば h̃ は D 内で正の最大値または負の最小値を取ることを説明せよ．
(3) β ∈ D で h̃(β) > 0 が最大値とし，D(β, t) ⊂ D とする．h̃ とD(β, s) (0 < ∀s < t) に (2.1) を使

うことにより D(β, t) 上で h̃ ≡ h̃(β) を示せ．
(4) (3) から矛盾を導き h̃ ≡ 0 を示せ．これから h は Ω で調和になることを示せ．
問題 4.6 Ω = {0 < |z| < 1} (穴あき円板)とし，∂Ω 上の連続関数として f(eiθ) ≡ 0, f(0) = 1 を考

える．f に対するディリクレ問題の解 h が存在したとして，以下に従って矛盾を導け．
(1) z = reiθ としたとき h は θ によらずに r のみの関数であること，すなわち h(z) = h(|z|) を示せ．
(2) h′′(r) + (1/r)h′(r) = 0 となることを示して，h(r)の一般解を求めよ．
(3) (2) の一般解で h(1) = 0, h(0) = 1 を満たすものは存在しないことを示せ．
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§5. 楕円領域におけるディリクレ問題
§4 より，単位円板ではディリクレ問題は常に解を持つことがわかった．ここでは楕円領域

(5.1) Ω := {(x, y);
x2

a2
+

y2

b2
< 1}

に対して，境界値 f が多項式なら，解 h も多項式として求まることを調べる．以下

(5.2) β = β(x, y) = 1− x2

a2
− y2

b2

とする．Ω の境界で β = 0 である．さらに，

P :=変数 x と y の多項式全体, Pm := m 次以下の x と y の多項式全体

とする．次の定理が成り立つ．

定理 5.1 m を自然数とする．任意の p ∈ Pm に対して

(5.3) ∆h = 0 (Ω の上で) かつ h = p (∂Ω の上で)

を満たす h ∈ Pm が唯一つ存在する．

証明のために任意の p ∈ P に対して

(5.4) L(p) := ∆(pβ)

と定める．次の事実が基本的である：

補題 5.1 (Fischerの補題) Lは Pm からそれ自身への全射である．すなわち，任意の q ∈ Pm

に対して g ∈ Pm で L(g) = q を満たすものがある．

[証明] p ∈ Pm なら pβ ∈ Pm+2 なので L(p) ∈ Pm である．また L(c1p+ c2q) = c1L(p)+ c2L(q) より
線形である．L が単射であることを示す．L は線形なので L(p) = 0 なら p = 0 を示せばよい．u := pβ
とすると，∆u = L(p) = 0 かつ境界 ∂Ω 上で u = 0 である (β = 0 だから)．よって u は境界値 0 に対
するディリクレ問題の解である．解の一意性から u = 0 よって p = 0 である．下記の問題 5.1 より L
は全射にもなる．

問題 5.1 V を有限次元線形空間とし，T : V 7→ V を線形写像とする．このとき次元公式 dimV =

dim(Im(T )) + dim(Ker(T )) が成り立つ．このことから T が単射なら T は全射になることを確認せよ．

[定理 5.1の証明] (i) deg(p) ≤ 1 なら h = p とすればよい．
(ii) deg(p) ≥ 2とする. このとき m ≥ 2である．q := −∆p ∈ Pm−2 とすると．補題 5.1より L(g) = q

となる g ∈ Pm−2 が存在する．h = p + gβ とすればよい．

問題 5.2 上記の h は (5.3) を満たすことを確認せよ．
問題 5.3 p, q ∈ P とする．(5.1) の楕円領域 Ω 上で ∆u = q, 境界 ∂Ω 上で u = p を満たす u ∈ P が

唯一つ存在すること示せ (q = ∆(vβ) なる v および (5.3) を満たす h について u = h + vβ としてみよ).

実は楕円領域では本来のディリクレ問題の解も存在する．∂Ω 上の連続関数 f に対して

(5.5) h は Ω で調和で，かつ lim
X→Y

h(X) = f(Y ) (∀Y ∈ ∂Ω)
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を満たす Ω 上の連続関数 h の存在を示す 2つの方法 [I], [II] の概略を記す．

[I](等角写像の利用) 領域 Ω の境界が 1つのジョルダン閉曲線 C のとき，すなわち，Ω = (C)
となるとき Ω はジョルダン領域と呼ばれる．例えば楕円領域はジョルダン領域である．次の事
実が成り立つ：

定理 5.2 Ω はジョルダン領域とする．Ω から閉単位円板 D(0, 1) の上への連続関数 F で次
を満たすものが存在する．

(1) F は Ω上の等角写像 (1対 1の正則関数)である．
(2) F は境界 ∂Ω を単位円周に 1対 1に写し，ζ(θ) := F−1(eiθ) (0 ≤ θ ≤ 2π) はジョルダン
閉曲線 ∂Ω の媒介変数表示を与える．

(3) (5.5) を満たす h は次で与えられる：z = x + iy ∈ Ω のとき

h(x, y) =
1
2π

∫ 2π

0
P (F (z), eiθ)f(F−1(eiθ))dθ.

F の存在がリーマンの写像定理であり，(2) の主張がカラテオドリの境界対応定理である．こ
れらを認めれば (3) の証明は難しくはないがここでは省略する.

[II](定理 5.1 の利用) Ω = {x2/a2 + y2/b2 < 1} は (5.1) の楕円領域とし，f を ∂Ω 上の連続
関数とする．さらに α(x, y) :=

√
x2/a2 + y2/b2 として，次を定める: f̃(0, 0) = 0 かつ

f̃(x, y) := α(x, y)f
(

x

α(x, y)
,

y

α(x, y)

)
, (x, y) 6= (0, 0).

問題 5.4 上記の f̃ は R2 上の連続関数であることを確認せよ．

定理 5.3 Ω を含む長方形 R を 1つ取る．ワイエルシュトラスの多項式近似定理より，多項
式列 {pn}∞n=1 で

|f̃(x, y)− pn(x, y)| ≤ 1
n

(∀(x, y) ∈ R)

を満たすものが存在する．多項式 pn に対する定理 5.1 の解を hn とする．このとき {hn}∞n=1

は Ω 上で一様収束する．この収束先 h が (5.5) の解を与える．

問題 5.5 (1) 多項式列 pn は ∂Ω 上で f に一様収束することを確認せよ．
(2) 調和関数の最大値の原理をから，{hn}∞n=1 は Ω で一様収束するコーシー列になることを示せ．
(3) (2) の収束先を h とする．定理 2.6 を使って h が (5.5) を満たすことを確認せよ．

§6. ディリクレ原理による解法
定理 5.1 のディリクレ原理を使った別証を考える．まず，記号を再確認する：Pm := m 次以
下の x, y の多項式全体，

Ω := {(x, y);
x2

a2
+

y2

b2
< 1} (楕円領域), β(x, y) := 1− x2

a2
− y2

b2

さらに，以下の積分を考える：

D(u, v) :=
∫∫

Ω

{
ux(x, y)vx(x, y) + uy(x, y)vy(x, y)

}
dxdy
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I(u) := D(u, u) =
∫∫

Ω

{
ux(x, y)2 + uy(x, y)2

}
dxdy

B(u, v) :=
∫∫

Ω
u(x, y)v(x, y)β(x, y)dxdy.

I(u) は u のディリクレ積分 (あるいはエネルギー積分)と呼ばれる．

補題 6.1 m ≥ 2 として V := {qβ; q ∈ Pm−2} とする．
(1) V は Pm の線形部分空間であり，〈u, v〉 := D(u, v) は V の内積になる3．
(2) 〈q, w〉 := B(q, w) は線形空間 Pm−2 の内積になる．
(3) p ∈ Pm とする．D(p, v) = −D(u0, v) (∀v ∈ V ) を満たす u0 ∈ V が存在する4．

[証明] (1), (2)は正値性の後半以外の条件は容易に確認できる．(3)は V の正規直交基底 {e1, e2, · · · , en}
を一つ取り，u0 := −{D(p, e1)e1 + D(p, e2)e2 + · · ·+ D(p, en)en} とすればよい．

問題 6.1 (1) u ∈ V, D(u, u) = 0 なら u = 0, および, q ∈ Pm−2, B(q, q) = 0 なら q = 0 を確認せよ．
(2) 上記の u0 が (3) を満たすことを確認せよ．

ディリクレ原理とはディリクレ積分の値 I(p + v) を最小にする関数 v によって解を求める
方法である．

定理 6.1 m ≥ 2, p ∈ Pm とし，V := {qβ; q ∈ Pm−2}とする．
(1) 補題 6.1 (3) の u0 は I(p + v) ≥ I(p + u0) (∀v ∈ V ) を満たす．
(2) h := p + u0 は調和関数になり (5.3) を満たす (定理 5.1 の解を与える)．

[証明] (1) 補題 6.1 (3) より I(p + v) = I(p) + 2D(p, v) + I(v) = I(p) − 2D(u0, v) + I(v) であり
D(p, u0) = −I(u0) なので

(6.1) I(p + v)− I(p + u0) = I(u0 − v) ≥ 0

(2) h = p + u0 とする． ∀t ∈ R と ∀v ∈ V について u0 + tv ∈ V なので，(6.1) より

(6.2) 0 ≤ I(p + u0 + tv)− I(p + u0) = I(h + tv)− I(h) = 2tD(h, v) + t2I(v)

となり，t の任意性から D(h, v) = 0 が成り立つ．また，境界 ∂Ω 上で v = 0 なので，グリーンの公式

(6.3)
∫∫

Ω

∆h · v dxdy +
∫∫

Ω

{
hxvx + hyvy

}
dxdy =

∫
∂Ω

∂h

∂n
vdσ

より，v = βq として

(6.4)
∫∫

Ω

∆h · v dxdy = B(∆h, q) = 0 (∀q ∈ Pm−2)

となる．これより h は Ω 上の調和関数である．さらに ∂Ω 上では u0 = 0 なので，境界では h = p が
成り立ち (5.3) が成り立つ．

問題 6.2 (1) (6.1) を確かめよ． (2) (6.2) から D(h, v) = 0 を導け．
(3) (6.3) から (6.4) を導け． (4) 補題 6.1 (2) に注意して (6.4) より ∆h ≡ 0 を導け．

3内積とは (1) 線形性：〈au + bv, w〉 = a〈u, w〉 + b〈v, w〉，(2) 対称性：〈u, v〉 = 〈v, u〉，(3) 正値性：〈u, u〉 ≥ 0
および 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0 を満たすことである．

4内積から定まるノルムに関して完備な線形空間がヒルベルト空間である．ヒルベルト空間上のに任意の有界線
形汎関数は内積で表現される (リースの表現定理)．有限次元なので，V の完備性や v 7→ D(p, v) の有界性は自動
的に成り立つ．
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一般のディリクレ問題についてもディリクレ原理を適用してみよう．Ω は有界領域とし，境
界 ∂Ω 上の連続関数 f に対して，次を考える：

(6.5) F := {u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω); u = f (∂Ω の上で)}

定理 6.2 F の関数の中でディリクレ積分の値を最小とするものがディリクレ問題の解を与
える．すなわち， h ∈ F が

(6.6) inf
u∈F

I(u) ≥ I(h)

を満たせば h は Ω で調和になり，h = f が ∂Ω で成り立つ．

この定理によって，すべての有界領域でディリクレ問題は解を持つと思われていた．しかしこの定理
には欠陥があった．定理は (6.6) を満たす h が存在すれば正しい．しかし，実際は F が空でないこと
や (6.6) の左辺が有限になることも不明であり，最も深刻な問題は (6.6) の下限は最小値を持つことが
まったく自明でないことである．これはワイエルシュトラスの指摘であった5．

§7. 上半平面におけるディリクレ問題について
H := {(x, y) ∈ R2; y > 0} を上半平面とする．H 上のディリクレ問題とは境界 ∂H =
{(x, 0);x ∈ R} = R 上に連続関数 f を与えたとき

(7.1) ∆h = 0 (H 内で), lim
(x,y)→(x0,0)

h(x, y) = f(x0) (∀x0 ∈ R)

を満たす H 上の連続関数 h を求めることである．まず，次の一次分数変換 (単に一次変換と
も言う)を考える：

(7.2) T (z) :=
z − i

z + i
.

5まだまだメジャーとは言えなかったディリクレ問題を一躍有名にしたのは“名付け親”リーマン (1826-1866)と
“精密の権化”ワイエルシュトラス (1815-1897)である．リーマンは (2次元の)ディリクレ原理を使って彼のリーマ
ン面上のアーベル関数についての壮大な理論を打ち立てる．正則関数の実部と虚部が調和関数になる事実から，正
則関数の理論は調和関数の研究に有用であるが，リーマンは，逆に，調和関数の理論を正則関数の研究に用いるこ
とによって，単連結領域が単位円板と等角同値になるという有名な写像定理などを得るのである．
ディリクレ原理ではエネルギーを最少にする関数の存在を (物理的考察から)自明なものとしていた．この点にワ

イエルシュトラスが非難を浴びせたのは 1870年である．彼は「下限と最小値は同じでない」ことを強調した．例
えば F = {f ∈ C[0, 1]; f(0) = 0, f(1) = 1} に対して

I(f) :=

∫ 1

0

f(x)2dx,

を考える．inff∈F I(f) = 0 であるが，I(f) = 0 となる f は F の中に存在しない．この指摘はガウスの研究にも
当てはまる．当時の研究姿勢は物理の問題と直結しており，解の存在証明よりも，具体的な解の表示を求めること
を目標としていたという事情もあったのかもしれない．しかしながら，ディリクレ原理の推論に問題点があること
は疑いようもなく，その方法に頼ったリーマンの結果にも影を落とすのである．
一旦は闇に葬られたかと思われたリーマンの研究は，ディリクレ原理を使わない証明によって復活する．それはシュ

ヴァルツ (1843-1921)の“交代法”，C. ノイマン (1832-1925)による“算術平均法”，そしてポアンカレ (1854-1912)
の“掃散法”である．

(途中略) 1900年にヒルベルト (1862-1943)は「この原理の魅惑的簡明さと豊富な応用例の可能性は，その中に
真実が含まれていることを確信する」という信念で，ディリクレ原理自身を復活させることに成功する．彼の方法
は“直接法”と呼ばれ，Ω と f の適当な条件の下で，D(vn) が下限に収束する列 {vn} の中から，Ff の元に収束す
る部分列を見い出すものである．現代的に言えば「コンパクト集合上の下半連続関数は最小値をもつ」ことであり，
コンパクト性は「一様有界かつ同程度連続な関数列は収束する部分列を含む」というアスコリ・アルツェラの定理
の考えが基本となっている．この考えは関数空間の完備性の萌芽であって，ヒルベルト空間の理論へと発展する．

(ディリクレ問題の発展の歴史 (数学セミナー 2005年 11月号に掲載)から抜粋，
ホームページ http://ccmath.meijo-u.ac.jp/∼suzukin/ の著書・書評欄を参照せよ)
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問題 7.1 上記の w = T (z) について以下を確かめよ：
(1) T は H を円板 D(0, 1) = {|w| < 1} に写す．
(2) T は ∂H = R を円周 {|w| = 1} に写す．
(3) z = T−1(w) は D(0, 1) を H に写す．

H はジョルダン領域ではないので定理 5.3 は成り立たないが，T が F の役割の代用をする
ことによって，以下が成り立つ．

定理 7.1 f を R 上の有界な連続関数とする．次の h は (7.1) を満たす：

(7.3) h(x, y) :=
1
π

∫ ∞

−∞

y

(x− t)2 + y2
f(t)dt

問題 7.2 定理 7.1 を証明せよ．
問題 7.3 h(x, y) = y は境界値 0 の (7.1) の解であることを確認して，H ではディリクレ問題の解の

一意性は成り立たないことを説明せよ．

定理 7.1 は f が非有界で (7.3) の右辺の積分が発散する場合には解を与えない．例えば
f(x) = x2 のとき，(7.3) の右辺は発散するが h(x, y) = x2 − y2 は (7.1) の解である．
この節の目標は f が次の形の有理式の場合に (7.1) の解を一つ与えることである：

(7.4) f(x) =
P (x)
Q(x)

.

ここで P と Q は実係数の多項式で，Q は実軸に零点を持たず，さらに C で重解を持たない
と仮定する．Q(x) = 0 の解を

α1, α2, · · · , αn, α1, α2, · · · , αn

とする．ただし Im(αj) > 0 (j = 1, 2, · · · , n) とする．複素数の範囲での部分分数展開をして次
を得る：{aj}nj=1, {bj}nj=1 ⊂ C が存在して，

(7.5)
1

Q(x)
=

n∑
j=1

aj

x− αj
+

n∑
j=1

bj

x− αj
.

問題 7.4 (7.5) において bj = aj , j = 1, 2, · · · , n を示せ．

定理 7.2 f が (7.4) の形のとき，B1 と B2 を次で定める．

B1(z) := P (z)
n∑

j=1

aj

z − αj
, B2(z) := P (z)

n∑
j=1

bj

z − αj
.

このとき，(7.1) を満たす (一つの)解は h(x, y) := 2Re(B1(z)) で与えられる．

[証明] B1 は H で正則なので h は調和である．また，実数 x について B1(x) = B2(x)が成り立つの
で，f(x) = B1(x) + B2(x) = 2Re(B1(x)) となり (7.1) が満たされる．

問題 7.5 定理 7.2 を使って，f(x) =
x3

x2 + 1
についての (7.1) の解を一つ求めよ．

12



§8. ラドン変換の非一意性
ラドン変換の一意性の問題とは次の問である：f を R2 上の連続関数とする．すべての直線
上での f の積分の値が 0，すなわち，

(8.1)
∫ ∞

−∞
f(at + b, ct + d)dt = 0

がすべての a, b, c, d ∈ R で成り立てば，f ≡ 0 であるか？
この問題についての研究も古くからある (cf. [9])．まず一意性が成り立つ場合の話から始め
よう．f が可積分，すなわち，

∫∫
R2
|f(x, y)|dxdy <∞ ならば問の答えは “YES ” である．

[証明]
(

p
q

)
∈ R2 を任意に取る．

(
p
q

)
を

(
0√

p2 + q2

)
に写す回転を P として，

(
u
v

)
=

P

(
x
y

)
と変数変換を行う．P−1 =

(
a b
c d

)
とすれば，x = au + bv, y = cu + dv である．

f のフーリエ変換 f̃ を考える．直交変換 P によって内積が変わらないこと，すなわち，

px + qy = (
(

p
q

)
,

(
x
y

)
) = (P

(
p
q

)
, P

(
x
y

)
) = (

(
0√

p2 + q2

)
,

(
u
v

)
) = v

√
p2 + q2

および dxdy = |det(P−1)|dudv, |det(P−1)| = 1 に注意すれば

f̃(p, q) :=
∫∫

R2
f(x, y)e−i(px+qy)dxdy =

∫∫
R2

f(au + bv, cu + dv)e−iv
√

p2+q2
dudv

である．最後の式を∫∫
R2

f(au + bv, cu + dv)e−iv
√

p2+q2
dudv =

∫ ∞

−∞
e−iv
√

p2+q2

(∫ ∞

−∞
f(au + bv, cu + dv)du

)
dv

と見れば，右辺の (·) の中は f の直線上の積分であるから 0で，結局 f̃(p, q) = 0 を得る．フーリエ変
換が恒等的に 0となる可積分な連続関数は 0しかない6.

可積分の条件を落とすと一意性が成り立つとは限らない．R2 上の調和関数 h で, すべての
直線上で (8.1) を満たすが，h 6≡ 0 となるものが存在することを示す．

ラドン変換はＣＴ (コンピューター断層撮影)の基礎になったものである ([10])．一意性が成
り立たないと，ＣＴには写らない “腫瘍” が存在してしまう！？

まず，次の補題を確認する：

補題 8.1 z1, z2 ∈ C が |z1 − z2| < 1 を満たすとする．C \ {z1} で正則な関数 f と任意の
ε > 0 に対して，C \ {z2} で正則な関数 g で次を満たすものが存在する：

(8.2) |f(z)− g(z)| < ε

(1 + |z|)2
(|z − z2| > 1).

[証明] |z1 − z2| = r とする．f は r < |z − z2| <∞ で正則であるから，z2 を中心とするローラン展
開を行うと

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z2)n +
∞∑

j=1

a−j

(z − z2)j

6例えば，伊藤清三著，ルベーグ積分 (裳華房)の P.223 を見よ．
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となる (定理 1.7)．f0(z) :=
∞∑

n=0

an(z − z2)n は C で正則である．また，主要部である
∞∑

j=1

a−j

(z − z2)j
は

|z − z2| ≥ 1 > r なる z について絶対一様収束していることに注意する．これより m を十分大きく取
れば

∞∑
j=m

|a−j |
|z − z2|j

<
ε

4(|z2|+ 1)2

が |z − z2| ≥ 1 を満たす z について成り立つ．特に |z − z2| = 1 として
∞∑

j=m

|a−j | <
ε

4(|z2|+ 1)2

である．さらに，m ≥ 2 ならば

1 + |z| ≤ 1 + |z − z2|+ |z2| ≤ 2(|z2|+ 1)|z − z2|m/2, (|z − z2| ≥ 1)

なので

(8.3) g(z) := f0(z) +
m−1∑
j=1

a−j

(z − z2)j

で定めた関数 g は求める関数である．

問題 8.1 (8.3) の g が補題の条件 (8.2) を満たしていることを確認せよ．

[非一意性の証明] 放物線 P := {t + it2 ∈ C; t ≥ 0} 上の点列 {ζk}∞k=1 を次を満たすように選ぶ：

ζ0 = 0, |ζk − ζk−1| < 1 (k ≥ 1), lim
k→∞

ζk =∞

g0(z) = z−2 とする．補題 8.1 を繰り返し使うと次の関数列 {gk}∞k=1 が定まる：

(8.4) gk は C \ {ζk} で正則, |gk(z)− gk−1(x)| < 1
2k(1 + |z|)2

(|z − ζk| > 1)

このとき gk は C で広義一様収束している．極限の関数を g とすれば g は C で正則である (定理 1.8)．
Pr := {z ∈ C; inf

w∈P
|z − w| > r} と置く．z ∈ P1 ならば，(8.4) より

(8.5) |g(z)− g0(z)| ≤
∞∑

k=1

|gk(z)− gk−1(z)| < 1
(1 + |z|)2

< |g0(z)|

となり，これは g 6≡ 0 を意味する．さらに

(8.6) |g(z)| < (1 + |z))−2 + |g0(z)| < 2
|z|2

(z ∈ P1)

より，(1.4) を使うと，

(8.7) |g′(z)| =

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z−ξ|=1

g(ξ)
(z − ξ)2

dξ

∣∣∣∣∣ <
2

(|z| − 1)2
(z ∈ P2)

を得る (|z − ξ| = 1, |g(ξ)| = 2|ξ|−2 < 2(|z| − 1)−2 に注意せよ)．f(z) := g′(z) とすると，f は C で正
則であり，かつC 内の任意の直線 ` に対して

(8.8) ` \ P2 は有界集合である．
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よって ` を {(at + b, ct + d); t ∈ R} と表わせば，(8.7) より
∫ ∞

−∞
|f(at + b, ct + d)|dt <∞ であり，さ

らに (8.6) より ∫ ∞

−∞
f(at + b, ct + d)dt = lim

n→∞

∫ n

−n

g′(at + b, ct + d)dt

= lim
n→∞

1
a + ci

[
g(an + b, cn + d)− g(−an + b,−cn + d)

]
= 0

となる7．求める調和関数 h としては f の実部を取ればよい．

問題 8.2 (8.4) で定めた {gk}∞k=1 が C で広義一様収束していることを確認せよ．

§9. 半平面の調和関数による特徴付け
C 内の空でない集合 A と z ∈ C に対して dist(z, A) := inf{|z − w|; w ∈ A} と定め，領域

Ω (6= C) に対して

(9.1) δΩ(z) := dist(z,C \ Ω)

とする．δΩ は C で連続であり，C \ Ω で 0 になる．次がこの節の主定理である8．

定理 9.1 δΩ が Ω で調和関数となる必要かつ十分条件は Ω が半平面になることである．

[必要性の証明] 半平面とはC 内の直線の上側 (または下側)の領域である．平行移動と回転を行うこ
とにより右半平面 H0 := {(x, y);x > 0} にできる．δH0(x, y) = x から δH0 は調和関数である．H0 か
ら Ω への平行移動と回転により δH0 は δΩ に写るので δΩ も調和になる (定理 2.2)．

十分性の証明のために補題を用意する：

補題 9.1 中心 Tc = (c, 0)，半径 R > 0 の円板 D(Tc, R) で h は調和とする．c − R < a <

b < c + R のときA := {x ∈ [a, b]; h(x, 0) = 0} とする．A が無限集合なら A = [a, b] である．

[証明] B を Aの集積点全体とする9．Aは無限集合なので B は空集合ではなく，B ⊂ A ⊂ [a, b]である．
hの連続性から B が閉集合になる．B が [a, b]の開集合になることを示せば [a, b]の連結性から B = [a, b]
となり A = [a, b] がわかる．x0 ∈ B とする．r > 0 が存在して h(x, 0) は (x0 − r, x0 + r) 上で x0 を中
心としたべき級数で表され，無限個の零点を持つので恒等的に零になる．すなわち (x0− r, x0 + r) ⊂ B
となり B は [a, b] の開集合である．

問題 9.1 B ⊂ A および B が閉集合になることを確認せよ．
問題 9.2 (1) X0 = (x0, 0)，r > 0 を D(X0, r) ⊂ D(Tc, R) に取る．f を D(X0, r) で正則で Ref = h

とする．f のべき級数展開を用いて h(x, 0) が (x0 − r, x0 + r) でべき級数に書けることを示せ．
　 (2) h(x, 0) が (x0 − r, x0 + r) に無限個の零点をもてば，そこで恒等的に零になることを示せ．

[十分性の証明] まず，任意の z ∈ Ω に対して δΩ(z) > 0 かつ

(9.2) D(z, δΩ(z)) ⊂ Ω

であることを注意する．z0 ∈ Ω を一つ取り固定し，β0 ∈ ∂Ω を δΩ(z0) = |z0 − β0| に取る．回転と平
行移動をすることにより β0 = 0, z0 = x0 > 0 としてよい．x ∈ [0, x0] のとき δΩ(x) = x である (x と

7正則関数 g に対して
∫ z2

z1

g′(z)dz = g(z2) − g(z1) である．
8実は，「δΩ が Ω で劣調和関数になる必要かつ十分条件は C \ Ω が凸集合になること」が成り立つ．
9x ∈ B とは {an} ⊂ A で x 6= an かつ an → x となること．
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(x, 0) を同一視している)．δΩ(x0) = x0 なので (9.2) より D(x0, x0) = D(x0, δΩ(x0)) ⊂ Ω である．次
に，定理の条件である δΩ の調和性から

h(z) := Re(z)− δΩ(z)

は Ω で調和になり，(9.2) より 十分小さい ε > 0 を取って，c = x0, R = x0, a = ε, b = 2x0 − ε として
補題 9.1 を使うと，[a, b] 上で h は零になる．ε > 0 の任意性から [0, 2x0] 上で h(x) = 0 がわかる．特
に 0 = h(2x0) = 2x0 − δΩ(2x0) よりD(2x0, 2x0) = D(2x0, δΩ(2x0)) ⊂ Ω である．この議論を繰り返す
と，すべての n ∈ N に対して

δΩ(2nx0) = 2nx0 かつ D(2nx0, 2nx0) ⊂ Ω

となり，結局は

(9.3) H0 :=
∞∪

n=1

D(2nx0, 2nx0)

とすると H0 は右半平面で，H0 ⊂ Ω を満たす．よって 任意の z ∈ H0 に対して

(9.4) h(z) = dist(z,C \H0)− dist(z,C \ Ω) ≤ 0

となる．H0 上の調和関数 h は非正値でかつ内点 x0 で極大値 0 を取っているので，最大値の原理 (定理
2.5)からH0 全体で 0 である．連続性から H0 上でも δΩ(z) = Re(z) が成り立つので，虚軸 ∂H0 上で
δΩ は 0 である．Ω 上では δΩ は正なので，Ω∩ ∂H0 = ∅ を意味する．連結性から Ω は右半平面になる．

問題 9.3 (9.3) の H0 は右半平面 {(x, y);x > 0} に一致することを確認せよ．
問題 9.4 (9.4) を確認せよ．
問題 9.5 Ω ∩ ∂H0 = ∅ なら Ω = H0 となることを説明せよ．
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[付録 1] 複素数の効用

「自然数を作り出したのは神で，その他はすべては人間の手の仕業だ」は数学者クロネッカー
(1823-1891)の言葉であるが，自然数に始まって，整数，実数，複素数という数の世界の広が
りは必ずしもスムーズでは無かったようである．これらの拡大は，負数，無理数，そして虚数
を付け加えることによってなされたわけであるが，新しい数の呼び名がすべて否定的用語 (負
(negative), 無理 (irrational), 虚 (imaginary))であったことからもその導入への反発・抵抗がう
かがい知れる．
さて，複素数の歴史を振り返ってみよう10．私達が複素数に初めて出会うのは，2次方程式
の解の公式においてであろう．ax2 + bx + c = 0 の解は

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

で与えられるので，x2 + 1 = 0 の解は x = ±
√
−4/2 = ±

√
−1 となるが，実際には，この解

のために
√
−1 が考えられたのでは無い．虚数の概念の発生はルネッサンスの頃であるが，当

時の人々にとって x2 + 1 = 0 はむしろ解なしとして扱われ，それ以上の考察はなかった．歴
史的には 3次方程式の解法において始めて虚数を考える必要性が生じた．1545年に，カルダノ
(1501-1576)は 3次方程式 ax3 + bx2 + cx + d = 0 の解の公式として

x = − b

3a
+ ω

3

√√√√−q

2
+

√(
q

2

)2

+
(

p

3

)3

− ω2 3

√√√√q

2
+

√(
q

2

)2

+
(

p

3

)3

( p := c/a− b2/3a2, q = d/a− bc/3a2 + 2b3/27a3, ω = 1, (−1±
√
−3)/2)) を得る11 ．これに

従えば，例えば x3 − 15x− 4 = 0 の解は

ω
3
√

2 + 11
√
−1− ω2 3

√
−2 + 11

√
−1

となる．一方，x3 − 15x− 4 = (x− 4)(x2 + 4x + 1) より x = 4 は明らかに解なので，上のど
れかと一致するはずである．実際に 4 = 3

√
2 + 11

√
−1 − 3

√
−2 + 11

√
−1 が成り立つが12，こ

のように実数の解も虚数を使って表される事実に直面して，虚数を取り扱うことの必要性が生

10本稿は拙著 [数学基礎]複素関数，培風館 (2001)の 0章の一部を加筆修正したものである．
113次方程式の解法については，x3 + px + q = 0 の形の方程式の解法を最初に得たのはタルタリヤ (1500?-1557)

で，カルダノはその公式を騙し取ったとも伝えられている．いずれにせよカルダノは “相当の”人物であったらし
い．森毅著の異説数学者列伝 (蒼樹書房)によれば，「16 世紀イタリアで，最大の医術者，最大の自然哲学者，最大
の数学者，最大の錬金術師，最大の占星術師，最大の手相術師，最大の魔術師，そして最大の賭博師といわれたの
は，カルダノであった」．

x3 + px+ q = 0 の解法の概略を示す．解 α が一つ見つかれば，因数定理から (x−α)× (2次式) = 0 となり残り
の解もわかる．解法のアイディアは恒等式 x3 +y3 +z3−3xyz = (x+y +z)(x2 +y2 +z2−xy−yz−zx) の利用で
ある．−3yz = p, y3 +z3 = q とすれば左辺は x3 +px+q となり，x = −y−z が一つの解である．y = −p/(3z) を
q = y3 +z3 に代入して z6−qz3− (p/3)3 = 0 となり，z3 = t とすれば t2−qt− (p/3)3 = 0 は 2次式で，t = q/2+√

(q/2)2 + (p/3)3 が解より z = 3

√
q/2 +

√
(q/2)2 + (p/3)3 である．y3 = q−z3 = q/2−

√
(q/2)2 + (p/3)3 から

y = 3

√
q/2 −

√
(q/2)2 + (p/3)3 となり x = −y−z = 3

√
−q/2 +

√
(q/2)2 + (p/3)3− 3

√
q/2 +

√
(q/2)2 + (p/3)3

が一つの解である．
12(2 + i)3 = 2 + 11i, (−2 + i)3 = −2 + 11i なので 3

√
2 + 11i − 3

√
−2 + 11i = (2 + i) − (−2 + i) = 4.
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じたのである13．虚数に対する不可解さが続く一方で14，その有用性については疑いないもの
になっていった．

1748年にオイラー (1707-1783)は i =
√
−1 の記号を使って15，“魔術的な公式”16

eix = cos x + i sinx

を示した．この公式を使えば，一見神秘的なド・モアブル (1667-1754)の公式

(cosx + i sinx)n = cos nx + i sin nix

も (eix)n = einx と説明でき，さらに

ei(a+b) = eia · eib ⇐⇒
{

sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b

cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b

となって，指数関数の指数法則と三角関数の加法定理が結びつく17．しかしながら，オイラー
でさえも

√
−1
√
−4 =

√
(−1)(−4) =

√
4 = 2 のような間違いをしていて，虚数の正確な基礎

付けは 18世紀末のガウス (1777-1855)の登場まで待たねばならなかった．
1799年にガウスは複素数を平面上の点と解釈して，その幾何学的理論を展開させ，次の代数
学の基本定理の証明に成功する18：

「n 次方程式は複素数の範囲で必ず解を持つ」

この定理の意味するところは深い．i =
√
−1 を加えた複素数を考えることによって，実数の範

囲では解をもたない x2 = −1 が解けるようになるだけでなく，複素数の範囲ではすべての次
数の n 次方程式が解ける．これ以上 “新しい数”を付け加える必要はないのである19．この意
味で，複素数はより重要なものになり，さらには数学において不可欠のものとなった．
ハミルトン (1805-1865)は 1835年，実数の組 (a, b) に対して和と積を{

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d),
(a, b)(c, d) = (ac− bd, bc + ad)

134次方程式の解の公式はカルダノの弟子フェラーリが発見した．
14負の数の対数におけるライプニッツ (1646-1716)とベルヌーイ (1667-1748)の論争も今日から見れば滑稽でさ

えある．ベルヌーイは log(−x) = (log(−x)2)/2 = (log x2)/2 = log x から，log(−x) は実数であると信じていた．
一方，ライプニッツは不可解ながらも log(−1) は虚数であると主張した．

15オイラーが始めて
√
−1 を i と表したが，実際には一度しか使っていないらしい．ガウスが i を使うようになっ

てから広まった．ちなみに，電気の分野では i は電流を表すので j が使われる．
16物理学者のファインマンは「数学における最もすばらしい公式で，これは我々の至宝である」と記している (ファ

インマン物理学 I 力学 (坪井忠二訳)，岩波書店 (1965年))．ここで e は自然定数の底で

e = 2.718 · · · = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

です．なお，x は実軸からの角度ですが，単位はラジアンなので注意してください．オイラーの公式で x = π とす
ると eiπ + 1 = 0 となります．この等式は数学において最も重要な数 0, 1, π, i, e で構成されていて大変興味深いも
のです．数学を，解析，幾何，代数に分けたとすると，e は解析学，π は幾何学，i は代数学の代表である．

17数学者アダマール (1865-1963)は “The shortest path between two truths in the real domain passes through
the complex plane(実数における二つの事実を結ぶ最短路は複素数の中を通っている)” と言っている．

18アーベル (1802-1829)は 5次方程式に解の公式がないことを証明した．これはガウスの結果とは矛盾しない．ガ
ウスは解が常に存在することを主張したのに対して，アーベルは 5次以上では解は 4則演算とベキ根 (

√
, 3
√

, · · ·)
で書き表せない (代数的には解けない)ことを示したのである．実際，楕円関数を使えば，解を具体的に記述するこ
とができる．

19x4 = −1 の解のためには
√

i のような新しい数が必要に思えるかもしれないが，実際は
√

i = 1/
√

2 + i/
√

2 と
なりこれも複素数である．
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で定義した20．このとき (1, 0) = 1, (0, 1) = i とすれば，

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (0, 1)(b, 0) = a + bi

となって，平面の点と複素数を同じものとみなすことができる21．さらに，「複素数の四則演算
は実数と同じように行い，i2 が出たら −1 にする」という天下り的な計算法も

i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1

となって正当化される．この考察は複素数が 2次元的な数であること示している．当然のこと
ながら n ≥ 3 に対して n 次元の点を “n 次元的な数”と見なすことができないのかという疑問
がおこるが，結果は否である．(a1, a2, · · · , an) と (b1, b2, · · · , bn) に対して，分配法則，交換法
則，結合法則などの実数の持つ性質を満たすように和と “積”が定義できるのは n = 2 のみで
あることが証明される22．いずれにしても，複素数が互いに掛け算ができる事実が，物理学な
どへの応用において極めて重要であったことは間違いない23．
最後に，複素数の積の幾何学的意味について注意しておく．それは

「i を掛けることは 90°の回転である」

ことである24．すなわち a + ib = (a, b) に対して

i(a + ib) = −b + ia = (−b, a)

はベクトル (a, b) を反時計まわりに 90°回転して得られる．これから i2 = −1 は 180°の回転
となるので，「(−1)× (−x) = x は−x を 180°の回転 (すなわち，反転)をして x となる」と解
釈できて，(負の数)× (負の数) = (正の数) を合理化する．

20積の定義は一見不自然である (複素数との対応からは自然であるが)．しかし，この種のことを我々は既に経験
している．分数の和と積について，積 (a/b)(c/d) = (ac/bd) はともかく，和 (a/b) + (c/d) = (ad + bc)/bd は奇妙
に見える．

21和と積も対応していることに注意せよ：

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) ⇐⇒ (a + ib) + (c + id) = (a + c) + i(b + d)
(a, b)(c, d) = (ac − bd, bc + ad) ⇐⇒ (a + ib)(c + id) = (ac − bd) + i(bc + ad)

22より正確に言うと，「a = (a1, · · · , an) の長さを |a| =
√

a2
1 + · · · + a2

n で定めたとき，|a × b| = |a||b| が成り立
つような積が定まるのは n = 1, 2, 4, 8 のみである」ことをフルヴィッツ (1859-1919)が示した．n = 4の場合がハ
ミルトンの 4元数，n = 8はケイリー (1821-1895)の 8元数と呼ばれる．ただし，4元数では交換法則 a× b = b×a
が成り立たない．8元数では結合法則 a × (b × c) = (a × b) × c も成り立つとは限らない．

23アインシュタインの相対性理論における 4次元時空 (3次元空間と時間)の幾何学は，時間座標を純虚数と解釈
できる．また量子力学の基礎をなすシュレーディンガー方程式 ih∂Ψ/∂t = ĤΨ には虚数が含まれている (h はプ
ランク定数，Ψ は波動関数，Ĥ はハミルトン演算子)．

24ガモフ (理論物理学者) は虚数を使う簡単な応用として次の「宝探し問題」を著書の中で紹介している (新版
「1, 2, 3 · · · 無限大」白楊社 ( 2004) p.49)．“船で北緯◯◯度，西経◯◯度に進めば，無人島を発見するだろう．島
の北岸に横たわりさえぎるもののない広大な平原に，1本のカシの木と 1本の松の木が寂しく立っているのに気づ
くはずだ．裏切り者を絞め殺した 1台の絞首台があるからそれを探せ．絞首台からカシの木に向かい歩数を数えつ
つ歩むように．カシの木に着いたら，右へ 90度向きを変え，さらに同歩進む．そこで大地に杭を打つ．再び絞首
刑台から松の木に向かって歩数を数えつつ歩め．松の木に至って，左に 90度向きを変え，さらに同歩進む．そこ
で再び大地に杭を打て．杭と杭との中間を発掘せよ．宝が見つかるはずだ”実際にその地に行くと，カシの木と松
の木はあったが，絞首台は影も形もなかった．宝は見つけられるか？
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(複素)関数論は複素数についての微積分と言える．通常の実数値関数 f(x) では，

(∗) lim
h→0

f(x + h)− f(x)
h

が存在するとき，f は微分可能で，この値を f ′(x) と書く．曲線 y = f(x) の点 x = a におけ
る接線の傾きが f ′(a) である．一方，積分である∫ b

a
f(x)dx

は y = f(x) と x 軸で囲まれる図形の面積である．17世紀後半に「接線の傾き」と「図形の面
積」が互いに逆の演算であることをニュートン (1642-1727)とライプニッツ (1646-1716)は独
立に見抜いた．これが微分積分学の始まりである．
一方，複素関数 f(z) についても，

(∗∗) lim
w→0

f(z + w)− f(z)
w

が収束するとき，微分可能と言い，この値を f ′(z) と表す．(∗) と (∗∗) は見た目以上に違うこ
とを認識すべきである．実際，区間で微分可能な実数値関数の導関数 f ′(x) は連続でないこと
さえあるが，複素平面の領域で１回微分可能な複素関数 (正則関数)は，無限回微分可能となる．
この違いは h → 0 と w → 0 の違いから生まれる25．正則関数 f(z) は何回でも微分可能であ
り，さらに，(単連結領域における)閉曲線 C に沿っての積分の値は 0，すなわち，∫

C
f(z)dz = 0

が成り立つ．これがコーシー (1789-1857)の積分定理である．正則関数の基本性質はすべてこ
の定理から導かれる．例えば，先ほどの無限回微分可能性も，コーシーの積分定理から導かれ
るベキ級数展開可能性によって示される．また「複素平面全体で正則で有界な関数は定数であ
る」と言うリュービル (1809-1882)の定理も導かれ，この定理を用いるとガウスが苦労した「代
数学の基本定理」の証明も非常に簡単明瞭になる．さらに，コーシーは実数値関数の積分値や
級数の計算を目的とした留数定理を示すが，これも彼の積分定理の簡単な応用である．例えば，
留数定理を使えば 0 < a < 1 のとき∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx,

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + a2

の値が π/(sin aπ) および 1/(2a2) + π/(2a sinh aπ) になることが比較的簡単にわかる26．最後
に素数定理に触れる．ガウスは 1792年頃 (15歳のとき)に「n番目の素数は大体 n log n であ
る」と予想した27．この主張はリーマンのゼータ関数による考察を経て，最終的には，1896年
にアダマールとドゥ・ラ・バレ・プーサンによって独立に証明される．特筆すべきことは，そ
の証明に複素関数論 (留数定理)が使われたことである．

25数直線の場合は h → 0 は h > 0 から 0 に行くか，h < 0 から 0 に行くかのどちらかであるが， 複素平面で
は w が 0 に行く方法は非常に多様である．どのように w が 0 近づいても同じ値に収束していることを課す (∗∗)
は実は非常に強い条件なのである．

26脚注 17 のアダマールの言葉を思い出せ．
27同じことであるが x 以下にある素数の個数を π(x) で表すと， lim

n→∞

π(x) log x

x
= 1 が成り立つ．
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[付録 2] ディリクレ問題の歴史
(数学セミナー 2005年 11月号より抜粋)

久し振りにメンデルスゾーンのバイオリン協奏曲を聴いた．ディリクレの妻レベッカはこの
作曲家の妹だそうである．

17世紀後半のニュートンの万有引力の法則の発見以来，重力，静電気学，熱伝導，弾性理論
などの多くの物理現象がラプラス作用素

∆ :=
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

に関する境界値問題として定式化された．これがポテンシャル論の始まりである．そこでは，
特に，次の第１種境界値問題が重要となった．

n 次元ユークッリド空間 Rn 内の有界領域を Ω，その境界を ∂D とする．∂D 上の連続関数
f に対して，Ω で C2 級かつその閉包 D で連続な関数 h で次をみたすものを求めよ：

(1)

{
∆h(X) = 0, ∀X ∈ D

h(Y ) = f(Y ), ∀Y ∈ ∂D.

これが後にリーマンによって“ディリクレ問題”と命名されることになる本小論の主役である．
∆u = 0 の解は調和関数と呼ばれる．従って，要約すれば，ディリクレ問題とは「与えられた
境界値を持つ調和関数を見つける」ことであり，例えば，境界 ∂D 上の温度分布 f がわかった
ときに，内部の点 X ∈ D での温度 h(X) を求めることである．
ディリクレ問題の波乱に富んだ歴史は様々な解法を生み出す．ガウスの変分法，ディリクレ
原理，算術平均法，交代法，掃散法，直接法，内部近似法，PWB法，そしてブラウン運動に
よる表示などである．これらを萌芽として如何なる数学が育ったのかを少し詳しく見ていこう．

1. ディリクレ以前
以下では，n = 3 の場合を記述していくが，若干の修正で一般の n ≥ 2 でも同様の主張が成
り立つことを注意しておく．

1825年頃，ポアソン (1781-1840) は球 {|X| < r} に対する (1) の解を，いわゆるポアソン
積分

(2) h(X) =
1

4πr

∫∫
{|Y |=r}

r2 − |X|2

|X − Y |3
f(Y )dσ(Y )

によって与えた (σ は球面 {|Y | = r} の面積要素)．数年後，グリーン (1793-1841)は，上記の
結果を一般化して，境界が十分に滑らかな Ω に対して，(1) の解を

h(X) = − 1
4π

∫∫
∂D

f(Y )
∂G

∂nY
(X,Y )dσ(Y )

と表す．ここで，∂/∂nY は Y ∈ ∂D での外法線微分，σ は ∂D 上の面積要素であリ，G は 各
X ∈ D に対して |X − ·|−1 −G(X, ·) は Ω で調和，かつ G(X, ·) が境界でゼロとなる，後に，
グリーン関数と呼ばれるものである．グリーンが物理的事実から自明と見なしたこの関数の存
在は，リヤプノフ (1857-1918)が 1898年に証明を与えた．
ガウス (1777-1855) は 1839年に (単層)ポテンシャル

Nϕ0(X) :=
∫∫

∂D

ϕ0(Y )
|X − Y |

dσ(Y )
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で，∂D で定数となるものを求めた．f を ∂D 上の連続関数とする．∂D 上の非負関数で積分
値が 1 である ϕ の中で

G(ϕ) :=
∫∫

∂D
(Nϕ(Y )− 2f(Y ))ϕ(Y )dσ(Y )

の値を最少にするものを ϕf とすると，Nϕf − f は境界上で定数 af となることをガウスは導
く (このとき，Nϕf − af は (1) の解となる)．彼の関心は f = 0 に対する解 ϕ0 で，Nϕ0 は D

で定数になり，平衡分布と呼ばれる．また，1/a0 は Ω の容量 (capacity)である．ガウスの証明
は正確ではなかったが，その着想は近代ポテンシャル論における一つの源流となった．厳密な
証明のためには測度論と積分論の整備が必要で，およそ１世紀の後にフロストマン (1907-1977)
によって再生する．
ディリクレ (1805-1859)は (1) の問題をエネルギー (ディリクレ積分)を最小にする関数で実
現する．すなわち，

(3) D(h) = inf
v∈Ff

D(v), D(v) :=
∫∫∫

D
|∇v(X)|2dX

をみたす関数 h が解であると主張した．ここで Ff は許容関数全体，すなわち，

Ff := {v ∈ C(D) ∩ C1(D); ∂D 上で v = f}

であり，C(D) は Ω の閉包で連続な関数全体，Ck(D) は Ω 上の Ck 級の関数全体を表す．
変分法は当時よく知られており，D(h) に対するオイラー・ラグランジュ方程式が ∆h = 0
であることも認識されていた．ケルヴィン (1824-1907) ら他の数学者も同様の考察を得ていた
が，ディリクレの講義からこの方法を学んだリーマンによって (3) は“ディリクレ原理”と名付
けられる．ディリクレは偉大な数学者で整数論などに多くの功績があるが，皮肉なことに，彼
の名を冠するディリクレ問題に対する寄与はあまりない．

2. リーマンとワイエルシュトラス
まだまだメジャーとは言えなかったディリクレ問題を一躍有名にしたのは“名付け親”リーマ
ン (1826-1866)と“精密の権化”ワイエルシュトラス (1815-1897)である．
リーマンは (2次元の)ディリクレ原理を使って彼のリーマン面上のアーベル関数についての
壮大な理論を打ち立てる．正則関数の実部と虚部が調和関数になる事実から，正則関数の理論
は調和関数の研究に有用であるが，リーマンは，逆に，調和関数の理論を正則関数の研究に用
いることによって，単連結領域が単位円板と等角同値になるという有名な写像定理などを得る
のである．
ディリクレ原理ではエネルギーを最少にする関数の存在を (物理的考察から)自明なものとし
ていた．この点にワイエルシュトラスが非難を浴びせたのは 1870年である．彼は「下限と最
小値は同じでない」ことを強調した．例えば F = {f ∈ C[0, 1]; f(0) = 0, f(1) = 1} に対して

I(f) :=
∫ 1

0
f(x)2dx,

を考える．inff∈F I(f) = 0 であるが，I(f) = 0 となる f は F の中に存在しない．この指摘
はガウスの研究にも当てはまる．当時の研究姿勢は物理の問題と直結しており，解の存在証明
よりも，具体的な解の表示を求めることを目標としていたという事情もあったのかもしれない．
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しかしながら，ディリクレ原理の推論に問題点があることは疑いようもなく，その方法に頼っ
たリーマンの結果にも影を落とすのである．
一旦は闇に葬られたかと思われたリーマンの研究は，ディリクレ原理を使わない証明によっ
て復活する．それはシュヴァルツ (1843-1921)の“交代法”，C. ノイマン (1832-1925)による
“算術平均法”，そしてポアンカレ (1854-1912)の“掃散法”である．
すべての f ∈ C(∂D) に対して (1) が解をもつとき，Ω を (ディリクレ)正則領域と呼び，そ
のときの解 h を hD

f と書くことにする．(2) より球は正則領域である．1870年にシュヴァルツ
は (2次元の)領域 D1, D2 がともに正則なら，その和集合 D1 ∪D2 も正則であることを，二
つの領域での解を互いに“交代させる”ことによって示した．すなわち，f ∈ C(∂(D1 ∪D2)) に
対して ∂D1 で f が連続関数になるようにD2 ∩ ∂D1 での値を適当に定めて h1 := hD1

f とする．
さらに交互に,

h2n := hD2
vn

, h2n+1 := hD1
wn

を作る．ただし，vn は (∂D2) \D1 上で f，D1 ∩ ∂D2 上で h2n−1 であり，wn は (∂D1) \D2

上で f，D2 ∩ ∂D1 上で h2n である．この時，{h2n−1} と {h2n} はともに収束し，その極限
が D1 ∪D2 上の解を与えるのである．また，彼は単位円の内部から多角形の内部への等角写像
(シュヴァルツ・クリストフェルの変換)を与え，それは多角形が正則領域であることを導く．

1878年に，C. ノイマンは，磁気学で用いられていた 2重層ポテンシャル

Wg(X) :=
1
2π

∫∫
∂D

g(Y )
∂

∂nY

1
|X − Y |

dσ(Y )

を使って (1) の解を求めることを試みた．このとき

lim
X∈D,X→Y

Wg(X) = −g(Y ) + Wg(Y ) (Y ∈ ∂D)

に注意する．K0f := f として，各 n ≥ 1 に対して

Knf(Y ) := − 1
2π

∫∫
∂D

Kn−1f(Z)
∂

∂nZ

1
|Y − Z|

dσ(Z)

(Y ∈ ∂D) と定める．ノイマンは Ω が凸領域ならば，“算術平均” Knf が n→∞ のとき定数
c に収束する事実を発見し，(1) の解を

c +
∞∑

n=1

(
W (K2n−1f)−W (K2nf)

)
の形で与えた．実は Wg が (1) の解となるのは，g が 積分方程式 −g + Kg = f をみたすこ
とで，これはフレドホルム (1866-1927)の理論の出発点となった．

1887年にポアンカレは最大値の原理と球が正則領域であることのみに基づく，新しいディリ
クレ問題の解法を発表する．これを説明するために劣 (優)調和関数の概念を確認しよう．Ω 上
の下半連続関数 u は B ⊂ D なる任意の球 B に対して

(4) u(X0) ≥
1
|B|

∫∫∫
B

u(X)dX

(X0 は B の中心で，|B| はその体積)が成り立つとき優調和関数という．−s が優調和のとき，
s を劣調和関数という．優調和かつ劣調和な関数，すなわち，連続で平均値の性質 ((4)で等号)
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をみたす関数は調和関数である．s が C2 級で ∆s ≥ 0 ならば劣調和である．非定数の劣調和
関数は内点で最大値をとらない (最大値の原理)．
ポアンカレの方法に戻る．任意の f ∈ C(∂D) をとる．多項式近似定理を使い，それを劣調
和な多項式の差で表すことにすれば，f が劣調和な多項式 s の場合を考えれば十分である．球
B 上での s の値をそのポワソン積分 hB

s に置き換えたものを sB とする．sB は Ω で劣調和で，
さらに最大値の原理から s ≤ sB が成り立つ．この操作は B 上の質量 ∆s を B の外に“掃き
散らす”ことで，掃散法と命名される．
さて，閉包が Ω に含まれる球の列 {Bn} で Ω を覆い，それを

B1, B2, B1, B2, B3, B1, B2, B3, B4, B1, B2, · · ·

と同じものが無限回表れるようにして並べる．この順に掃散を繰り返し行うと，sB1 , (sB1)B2 ,
((sB1)B2)B1 , · · · は単調増加列で，ある調和関数 h に収束する．さらにポアンカレは Ω が外部
円錐条件 (境界の各点で領域の外部に含まれるような円錐がとれる)をみたせば

lim
X→Y

h(X) = s(Y ), (∀Y ∈ ∂D)

が成り立つことを示した．これより，特に，滑らかな有界領域はすべて正則である．この掃散
というポアンカレの簡明で優れたアイディアは近代ポテンシャル論に計り知れない影響を与え
ることになる．
ワイエルシュトラスの警鐘がディリクレ問題に対する再考察をうながし，そこからいくつか
の新たな数学概念が生まれたのである．

3. ディリクレ原理の復活
1900年にヒルベルト (1862-1943)は「この原理の魅惑的簡明さと豊富な応用例の可能性は，
その中に真実が含まれていることを確信する」という信念で，ディリクレ原理自身を復活させ
ることに成功する．彼の方法は“直接法”と呼ばれ，Ω と f の適当な条件の下で，D(vn) が下
限に収束する列 {vn} の中から，Ff の元に収束する部分列を見い出すものである．現代的に言
えば「コンパクト集合上の下半連続関数は最小値をもつ」ことであり，コンパクト性は「一様
有界かつ同程度連続な関数列は収束する部分列を含む」というアスコリ・アルツェラの定理の
考えが基本となっている．この考えは関数空間の完備性の萌芽であって，ヒルベルト空間の理
論へと発展する．
ヒルベルトの貢献は，単にディリクレ原理の復活というだけではなく，より一般の偏微分方
程式の境界値問題の解法における変分原理の重要性を指摘したことである．1900年にパリで開
かれた国際数学者会議でヒルベルトは 23の問題を提示する有名な講演を行う．その中の 20番
目の問題は「ある境界条件についてのある種の仮定がみたされ，必要があれば，解の概念が適
切に拡張されるならば，すべての正則な変分問題は解をもつであろう」である．実際，超関数
の概念やソボレフ空間などの関数解析学の整備に伴い，ヒルベルトの思想は着々と実現してい
くのである．
変分法によるディリクレ問題の解法を現代流に述べると次のようになる．Ω を任意の有界領
域とする．f がソボレフ空間 H1,2(D) に属するとき

D(h) = inf{D(v); v ∈ H1,2(D), v − f ∈ H1,2
0 (D)}
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をみたす h ∈ H1,2(D) が存在して，

(5)

{
∆h = 0 (超関数の意味で)
h− f ∈ H1,2

0 (D).

20世紀初頭までは，ディリクレ原理とディリクレ問題は同値と思われていたが，そうでは
ないことをアダマール (1865-1963)が 1906年に指摘する．単位円周上の連続関数 f(eit) :=∑∞

n=1(sinn!t)/n2 はポアソン積分によって (1) の解 h をもつ．一方，この h をフーリエ級数
表示して計算すると，すべての許容関数 v ∈ Ff に対して D(v) ≥ D(h) = π

∑∞
n=1 n!/n4 =∞

となり，infv∈Ff
D(v) が最小値になることはない．

アダマールの例は (5) の事実とは矛盾しない．(5) が (1) を意味している訳ではないからで
ある．(5) では h = f の意味を h− f ∈ H2

0 (D) と“解の概念を適切に拡張”しているのである．

4. 一般化されたディリクレ問題
ディリクレ原理では解けないディリクレ問題が存在したが，それでも，当時はディリクレ問
題自身は常に解をもつ，すなわち，すべての有界領域は正則であると考えられていた．

1909年にザレンバ (1863-1942)は孤立点を境界にもつ領域，例えば，球から中心を除いた領
域は正則でないことを指摘した．さらに 1912年にルベーグ (1875-1941)は，ルベーグの棘 (と
げ)と呼ばれる (境界が孤立点を含まない) 非正則な領域の例を与えるとともに，ディリクレ問
題を二段階に分けて考えることを提唱する．

(i) f に対して一意的に定まる調和関数 HD
f を決める．ただし，f が (1) の解を持てば

HD
f = hD

f をみたすものである．
(ii) lim

X→Y ∈∂D
HD

f (X) = f(Y ) は成り立つか?

(i) を一般化されたディリクレ問題という．また，境界点 Y はすべての f ∈ C(∂D) に対して
(ii) が成り立つとき (ディリクレ)正則点と呼ばれる．

(i) の意味の解はすべての有界領域 Ω に存在することを，具体的に HD
f を構成する三つの方

法で説明しよう．
ウィーナー (1894-1964)は 1924年に“内部近似法”を考え出す．{Dn} を Ω の正則近似列と
する．すなわち，Dn ⊂ Dn+1 ⊂ D および D = ∪∞n=1Dn をみたす正則領域の増大列とする (滑
らかな領域は正則であるからこのような近似列は常に存在する)．D の連続関数で境界で f と
一致するものを F とすると

(6) HD
f (X) := lim

n→∞
hDn

F (X) (∀X ∈ D)

は F の取り方や {Dn} の取り方には依存せずに決まり (i) をみたす．
(一般化された)ディリクレ問題の解を与える最も簡明で初等的な方法は次の“ PWB 法”(単
に“ペロンの方法”とも呼ばれる)である．この手法は熱方程式を含むより一般の偏微分方程式
の解の構成に適用でき，最近では粘性解 (viscosity solution)の存在定理にも使われている．

1923年にペロン (1880-1975)は次の事実を示す．f を ∂D 上の (必ずしも連続ではない)関
数とする．Uf を Ω 上の優調和関数 u で lim infX→Y u(X) ≥ f(Y ) をみたすもの全体とする．
さらに Sf := {−u; u ∈ U−f} として，

H
D
f (X) := inf

u∈Uf

u(X), HD
f (X) := sup

s∈Sf

s(X)
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と定めると，これらはともに Ω 上の調和関数になり，

(7) HD
f ≤ H

D
f

をみたす．翌年，ウィーナーは f が連続ならば (7) は等号となり，この共通の関数が (6) に等
しいこと示した．1939年にブルロー (1903-1987)は連続でない f についての (7) の等号成立条
件を与えて PWB 法はより強力になった．
調和関数の持つ平均値の性質がブラウン運動する粒子はすべての方向に同じ確率で動く事実
と対応して，両者の関係は 1930年頃から注目され出す．{Bt, PX} をブラウン運動とする．境
界までの到達時刻 τD(ω) := inf{t > 0; Bt(ω) ∈ ∂D} を使うと，一般化されたディリクレ問題
の解は

HD
f (X) :=

∫
f(BτD(ω))dPX(ω)

と表示できる．確率論的解釈としては，例えば，χE を部分集合 E ⊂ ∂D の定義関数とすれば，
HD

χE
(X) は X ∈ D から出発したブラウン粒子が ∂D \E に入る前に E に到着する確率を表し

ている．この両者の関係は確率論的ポテンシャル論としてドゥーブ (1910-2004)らによって深
化していく．
正則点の問題 (ii) には 1924年にルベーグが次の解答を与える．境界点が正則である必要か
つ十分条件は，その点に柵関数 (barrier) と呼ばれる正値優調和関数が存在することである．ま
た，同年，ウィーナーは容量を用いた定量的な判定法を示した．非正則点の集合は小さく，そ
の容量は 0 (極集合)である．
以上をまとめると，任意の有界領域 Ω と境界上の任意の連続関数 f に対して Ω 上の調和関
数 HD

f で，すべての正則境界点 Y ∈ ∂D で limX→Y HD
f (X) = f(Y ) をみたすものが一意的に

存在する (一意性は最大値の原理による). 従って， Ω の境界点がすべて正則ならば HD
f は (1)

の解を与えている．

5. 近代ポテンシャル論
1940年代後半からの 20年間に，ポテンシャル論研究は二つの大きな流れをもって，フラン
スとドイツを中心に花開く．一つはこれまでの研究対象であるニュートン核 |X|−1 を一般の関
数核に拡張して，より広い視野から，最大値の原理，容量，平衡分布の存在などの本質を追求
するものである．特に 0 < α ≤ 1 に対する (−∆)α の素解である リース核 |X|2α−3 について
の研究は詳細になされた．
もう一つの流れは公理論化である．古典的なポテンシャル論における三つの基本性質，“ディ
リクレ問題の可解性”，“最大値の原理”，“単調列の収束性” を公理として，局所コンパクト空
間上の連続関数の作る線形層によって調和空間の概念が生まれる．この抽象化は，これまでの
結果により深い洞察を与えるとともに，偏微分方程式とマルコフ過程を結ぶ橋となった．
これらの新しい進展に，ガウスの着想，ポアンカレの掃散そして PWB 法が重要な役割を演
ずる．そして，確率論との関係がより深まる一方で，物理学との関連はほとんどなくなる．
この時代のポテンシャル論を BC理論と呼ぶ人もいる．Bauer, Beurling, Boboc, Bony, Brelot,

Cartan, Choquet, Constantinescu, Cornea らが研究の中心だったからである．BC 以外では D
や J の寄与も大きい．Deny, Doob それと大津賀，岸，二宮らの日本人研究者である．

*****************************************
本論を書くにあたって主に参考にしたのは，A.F. Monna“Dirichlet’s principle” である．副題が「A

mathematical comedy of errors and its influence on the development of analysis」とスキャンダラスで
あるが，実際は著者の数学観が色濃く出た真面目な解説書である．また F. クライン“ 19世紀の数学”(共
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立出版) は当時の数学界の雰囲気を教えてくれる．冒頭の事実もこの本で知った．U. ボタチーニ“解析
学の歴史”(現代数学社) にはディリクレ原理の歴史が付録に書かれている．ポテンシャル論の教科書と
しては，D.H. Armitage and S.J. Gardiner“ Classical Potential Theory”(Springer, 2000) が最近出版
された．C. Constantinesc and A. Cornea“Potential Theory on Harmonic Spaces”(Springer, 1972) は
公理論的ポテンシャル論の“バイブル”である．岸正倫“ポテンシャル論”(森北出版, 1974)，二宮信幸
“ポテンシャル論”(共立出版, 1969)も特色がある．
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