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はじめに

本稿では，背景や動機を視点とした，本研究の概略について述べさせて頂きます．尚，本研
究に関する詳細な情報は，論文 [N3] (補遺 [N1, N2, GN, NY])から得ることができます．

概要

この講演では，結び目群のSL(2,C)表現，特に，その表現の指標が成す集合 (character variety)
のある断面を定義し，その構造を表現論的視点から解説する．更に，断面の幾何的性質を抽出
することで得られる代数多様体1F(K)に注目する．F(K)は，その構造から，代数多様体の列

F(K) = F (3)(K)→ F (2)(K)→ F (1)(K) = {0} ⊂ C

を誘導するが，特に，中間多様体 F (2)(K)の双対空間2が abelian knot contact homologyと
いう Z係数ホモロジー群と同型な構造を持つ．このとき，F (2)(K)の既約成分の個数は，その
homologyの Betti数として解釈できることがわかる．これらの事実について解説する．

1 研究の背景と動機の概略

1.1 Casson-Lin invariantと SU(2)表現空間の断面：表現論的背景

整ホモロジー球面M (i.e., H1(M ; Z)=0を満たす向き付け可能な連結閉 3次元多様体)に対
し，Casson invariant λ(M) ([AM, S])という整数値不変量が定義される．そのアイデアを
簡単に説明すると，整ホモロジー球面M の Heegaard分解M = H1

n ∪g H
2
nを考え，それぞれ

のハンドル体H i
nの基本群 (i.e. 自由群 Fn := 〈g1, · · · , gn〉)に対し，SU(2)表現空間3R(H i

n) :=
Hom(Fn, SU(2))/ ∼を構成する．ここで，F := H1

n ∩ H2
n の基本群 (i.e. 自由群 F2n) に対

する表現空間 R(F ) := Hom(F2n, SU(2))/ ∼を考えると，ハンドル体の貼り付け写像 g から
誘導される各包含写像 gi: R(H1

n)
g1−−−→ R(F2n)

g2←−−− R(H2
n) の像の共通部分 g1(R(H1

n)) ∩
1この講演では，広い意味での代数多様体，つまり代数的集合 (多項式族の共通零点集合)を指す．
2F(K)に付随した，ある商多項式環 Q(2)(K)．nilradicalによる商 Q(2)(K)/

√
0は F(K)の座標環になる．

3本稿では，SU(2)既約表現集合の SO(3)の共役作用による商集合 (i.e., SU(2)既約表現の共役類集合)とする．



g2(R(H2
n)) ⊂ R(F2n) は有限個の点から成ることがわかる．その各点には接空間の向きによ

り符号 “+,−” が定義されるが，この符号に付随した algebraic intersection number で
g1(R(H1

n))∩ g2(R(H2
n))の点を数え上げることにより，Heegaard分解に依らない整ホモロジー

球面の整数値不変量 λ : {整ホモロジー球面 } → Zを構成できる．これが Casson invariantの
アイデアである．

Cassonの構成を踏まえ，Xiao-Song Linは，S3内の結び目Kの不変量，いわゆるCasson-
Lin invariant h(K) ([L1])を構成した．具体的には，まず結び目の braid表示 σ ∈ Bnを固定
し，2n-穴あき球面 S2

nにより，結び目の外部空間EK のハンドル体分解EK := H1
n ∪h H

2
nを与

える．但し，genusには結び目の外部空間の境界が対応し，S2
nの外部H1

nは S3への標準的な
埋め込み，内部H2

nは，結び目の braid表示に対応する “絡まった”genusをもつハンドル体と
なる様な状況を考える：

S2
2n

H2
n H1

n

∪hσσ

EK

=

ここで，2n-穴あき球面S2
2n := H1

n∩H2
nの基本群の表現空間

4R(S2
2n) := Hom(π1(S2

2n), SU(2))/ ∼
を用いることで，Casson invariantと同様，ハンドル体の貼り付け写像から誘導される SU(2)
表現空間の包含写像 hi: R(H1

n) h1−−−→ R(S2
2n) h2←−−− R(H2

n) の像の共通部分 h1(R(H1
n)) ∩

h2(R(H2
n)) ⊂ R(S2

2n)を構成できる．ここでLinは，SU(2)表現において，各基本群の生成元で
ある結び目のmeridian5の像が trace-free，つまり traceが 0な表現6に制限することで，表現空
間の断面R0(H1

n), R0(H2
n), R0(S2

2n)を考えた．このとき，共通部分h1(R0(H1
n))∩h2(R0(H2

n)) ⊂
R0(S2

2n) は有限個の点からなり，Casson invariantと同様，各点には符号 “+,−”が定義され
る．この符号に付随した algebraic intersection numberにより共通部分の点を数え上げること
で，結び目の braid表示によらない整数値不変量 h : {結び目 } → Zを構成できる．これが
Casson-Lin invariantである．
ここで，注目したいのが，Casson-Lin invariantは，結び目の符号数 (signature)の 1

2 倍にな
るという点である．このように，結び目群の SU(2) trace-free表現という特殊な表現の集合か
ら，結び目外部空間の非自明な大域的性質が現れるという現象は，非コンパクトLie群SL(2,C)
に対する結び目群の trace-free表現の場合，どの様に反映されるのであろうか? これが，表現
論的視点から見た本研究の動機である．

1.2 Kauffman bracket skein module(KBSM)とcharacter variety：位相的背景

実は，本研究の原点は『KBSMを研究するための新たな手法の開発』という位置付けで始め
られたKBSMの研究 ([N3])にある．D. Bullockによる trace identityとKauffman bracket
skein relationの対応付け ([B, PS])により，traceの基本分解 (定義 2.1)という代数操作が，
skein relationという位相操作に還元できるため，KBSMの研究が character varietyの研究に
応用できる．(KBSMに由来するより詳細な背景につきましては，本講演・本稿の構成上の都
合により，割愛させて頂きます．詳しくは [N3]をご参照下さい.)

4Casson invariant同様，SU(2)既約表現の共役類空間とする．
5即ち，Hi

n の longitude，または S2
2n の境界．

6このような表現を trace-free 表現という．このとき，h2 は本質的に braid群のMagnus表現 ([M]) に対応
している．



2 SL(2, C)-character vaietyの断面S0(K)とその性質

この Sectionでは，表題にある character varietyの断面を定義し，その性質を述べる．Casson
invariantやCasson-Lin invariantでは，SU(2)表現の共役類を考えたが，本研究では，SL(2,C)
表現の指標集合 (character variety)について考える．

2.1 SL(2, C)-character varietyX(G)と trace-freeな断面 S0(K)

以降では，有限生成有限表示群Gの SL(2,C)表現 (i.e., 群準同型)を考える．Gの SL(2,C)
表現全体の集合を Hom(G,SL(2,C)) と表す．表現 ρ : G → SL(2,C)の指標 χρ を χρ(g) :=
trace(ρ(g)) で定義し，Gの SL(2,C)表現の指標全体の集合をX(G)と書く：

X(G) := {χρ | ρ ∈ Hom(G,SL(2,C))}.

X(G)は集合であるが，Culler-Shalen([CS])により, ある複素空間 C
N 内の代数多様体と同一

視できることが知られている．この同一視された代数多様体を同じ記号でX(G)と書き，Gの
character varietyと呼ぶ．以降では，特に有限生成有限表示群として結び目群 GK，つまり結
び目外部空間 EK := S3 −N(K)の基本群 π1(EK)を考える (但しN(K)は結び目K ⊂ S3の
開管状近傍)．

Example (character variety)．trefoil結び目群G31 = 〈a, b | abab−1a−1b−1 = 1〉に対する
character varietyはX(G31) = {(x, y) ∈ C

2 | (y + 2)(y + x2 − 1)}と表される．実際，

• Hom(G31 , SL(2,C)) ≡
{
(ρ(a), ρ(b)) ∈ SL(2,C)2 | ρ(abab−1a−1b−1) = ρ(1)

}
=

{
(A,B) ∈ SL(2,C)2

∣∣∣∣∣ABAB−1A−1B−1 =

[
1 0
0 1

]}
• X(G31) = {χρ | ρ ∈ Hom(G31 , SL(2,C))}

≡
{

(trace(A), trace(AB−1)) ∈ C
2

∣∣∣∣∣ABAB−1A−1B−1 =

[
1 0
0 1

]}
ここで，SL(2,C)における traceは次の性質を満たすことに注意する：

• trace(X−1) = trace(X), X ∈ SL(2,C).

• trace(Y −1XY ) = trace(X), X,Y ∈ SL(2,C).

• trace(XY ) = trace(X) · trace(Y )− trace(XY −1) , X,Y ∈ SL(2,C).

特に 3 番目の関係式を trace identity または Cayley-Hamilton identity という．実は，
trace identity を含む上記 3 つの関係式から，A, B の任意の word7の trace は，trace(A) と
trace(AB−1)の多項式で表される8．例えば，x := −trace(A), y := −trace(AB−1)とするとき，

trace(ABAB−1A−1B−1) = −y3 − 2x2y2 − (x4 + 2x2 − 3)y − 2x4 + 4x2 (1)

となる．ここで，2− trace(ABAB−1A−1B−1) = (y + 2)(y + x2 − 1)2 から9，上記を得る：

X(G31) =
{
(x, y) ∈ C

2 | (y + 2)(y + x2 − 1) = 0
}

7普通の意味での word．例えば A3B5AB−2A2 など．
8González Acuña-Montesinosによる有限生成有限表示群に対しての強力な結果 ([GM])により保証される．
9一般には，結び目群の関係式だけから X(GK)の定義多項式が導かれるとは限らない (注意 3.2参照)



定義 2.1 (traceの基本分解) 上記操作 (1)の様に，trace identity等により，表現の traceを基
本的な traceの多項式に分解する操作を，traceの基本分解という．

定義 2.2 結び目群GK に対し，その character variety X(GK)の断面 S0(K)とは，trace-free
表現の指標全体からなるX(GK)の部分集合，またはそれに対応する代数多様体を意味する：

S0(K) := {xρ ∈ X(GK) | χρ(µ) = 0} ⊂ X(GK).

2.2 S0(K)の特徴

断面 S0(K)を構成する点に関しては，少なくとも次の性質が成り立つ：

1. 任意の結び目Kに対し，S0(K) �= φ．(可換表現の指標から10)
2. S0(K)には少なくとも |∆K(−1)|−1

2 + 1個の点が存在する．(Section 2.2.1参照)
3. smallな結び目K に対し，dim� (S0(K))=0．(small ⇒ meridionally smallより)
4. 合成結び目K = K1#K2 (但し |∆Ki(−1)| �= 1, i = 1, 2)に対し，dim� (S0(K)) ≥ 1.

([K], p.816の 11行目参照). 但し∆K(t)はK のAlexander多項式．
5. smallな結び目 K に対し，S0(K)には少なくとも degl(AK(m, l)) + 1個の点が存在する

([N3]参照)．但しAK(m, l)は結び目K の l − 1で割られたA-多項式 ([CCGLS])．

本稿では，性質 2についてのみ解説する．

2.2.1 性質 2について：metabelian表現

S0(K)を構成している trace-free表現の指標の代表格といえるのが，metabelian表現である．

定義 2.3 (metabelian表現) 群 Gの表現 ρ : G → SL(2,C)で，交換子群 [G,G]の ρによる
像 ρ([G,G])が SL(2,C)の可換部分群になるものを，metabelian表現という．

従って，可換表現はmetabelianであるので，非可換，特に既約metabelian表現に注目する．
結び目群に対しては，次の興味深い性質を持つ．µ, λをKの標準的なmeridian，longitudeに
代表されるGK の元とする．

命題 2.4 ([N1]) 結び目群 GK の任意の既約 metabelian 表現 ρ : GK → SL(2,C)は次を満
たす．

trace(ρ(µ)) = 0, trace(ρ(λ)) = 2.

これにより，全ての既約metabelian表現の指標は，断面 S0(K)に含まれることがわかる11．
その個数は有限個で，次のように具体的に記述できる．

命題 2.5 ([N1]([K, L2]の SL(2,C)-version)) 結び目群 GK の既約 metabelian指標の個数
は |∆K(−1)|−1

2 である.

命題 2.5により，性質 2が保証される．既約 metabelian表現については，更に必要十分条
件もわかる．まず，結び目群 GK の可換化 αt : GK → 〈t〉 を経由することで，1 次元表現
α−1 : GK → C，α−1(µ) = −1を構成する．α−1は表現の involution ι : R(GK) → R(GK)，
ι(ρ)(g) := α−1(g) · ρ(g) (g ∈ GK)，従って character variety上の involution ι : X(GK) →
X(GK), ι(χρ) := χι(ρ)を自然に誘導する．

10可換表現 ρab : GK → H1(EK) → SL(2, � ), ρab(µ) = diag(
√
−1,−

√
−1)の指標が常に含まれる (但し µは結

び目 K の meridian)．
11可約な場合，命題 2.4を満たさないものが存在する．



命題 2.6 ([NY]) 任意の結び目Kと，その既約表現 ρ : GK → SL(2,C)に対し，次は同値12：
(1) ρはmetabelian
(2) 任意の元 g ∈ GK に対し，trace(ι(ρ)(g)) = trace(ρ(g)) (つまり ι(χρ) = χρ)

3 断面S0(K)の効率的評価：代数多様体F(K)の構成

断面 S0(K)の定義多項式は，結び目群の表示に依存するため，S0(K)自身を不変量として扱
うのは効率的ではない．そこで，Casson-Lin invariantに倣い，既約成分の個数に注目する．

定義 3.1 (norm) 代数多様体 V に対し，その norm ||V ||を (V の既約成分の個数)−1とする．

任意の結び目Kに対し S0(K) �= φであるため，norm || · ||により，結び目の非負整数値関数

s0 : {結び目 } → Z≥0, s0(K) := ||S0(K)||.

が定義できる．つまり norm は，Casson-Lin invariant とは異なり，単純に断面の既約成分
(dim� (S0(K)) = 0の場合は点)の個数を geometric intersection numberで数え上げて
いると解釈できる．

注意 3.2 Section 2.1の例では，X(G31)の定義多項式は，結び目群の関係式のみから導かれた
が，一般に，生成元の個数 nが 3以上の群GK に対するX(GK)は，結び目群の関係式から得
られる定義多項式 (幾何的定義多項式)以外に，結び目外部空間の位相とは全く無関係な定義多
項式 (非幾何的定義多項式)を持つ．これは，自由群 Fn(n ≥ 3)の character varietyX(Fn)に，
trace indentityから導かれる非自明な定義多項式が存在するためである．(González Acuña-
Montesinos([GM])により，X(Fn) (n ≥ 1)の (弱い意味での)定義多項式は決定されている.)

注意 3.2のように，GK の生成元が増えるほど，X(GK)，従って S0(K)の定義多項式は複
雑になり，その評価が飛躍的に難しくなる．そこで Section 3.1では，結び目K の braid表示
σ ∈ Bnを固定することで，X(GK)の非幾何的定義多項式を排除し，幾何的定義多項式 (σに付
随した形で記述)から生成される多項式族 (ideal) SL(σ)を導入する．

3.1 幾何的定義多項式を抽出する：ideal SL(σ)の導入

まず，結び目Kの結び目群GK は，Kの braid表示 σ ∈ Bnに対し，次のように表される：

GK = π1(H1
n) ∗π(S2

2n) π1(H2
n) = 〈g1, · · · , gn | gi = σ(gi) (i = 1, · · · , n)〉.

但し，braid σの自由群 π1(H2
n) = 〈g1, · · · , gn〉への作用は，次のように定義される：

σi(gj) :=

{
g−1
i · gi+1 · gi, if j = i

gpi,i+1(j), otherwise
, σ−1

i (gj) :=

{
gi+1 · gi · g−1

i+1, if j = i+ 1
gpi,i+1(j), otherwise

(但し pi,i+1は i, i+ 1の置換.) ここで，関係式 xi = σ(xi) (i = 1, · · · , n)のから得られる幾何
的定義多項式は，この σ-作用を用いることで，次のように形式的に構成される fσ, gσ,Am によ
り記述される．まず，trace関数 tg : X(GK) → C, tg(χρ) := trace(ρ(g)) (g ∈ GK)に対し，
xij := −tgigj (1 ≤ i < j ≤ n), xijk := −tgigjgk

(1 ≤ i < j < k ≤ n), hi := −tgi∗(1 ≤ i ≤ n.

但し ∗は不定元)とし，C(3)
n := C[{xij}1≤i<i≤n, {xijk}1≤i<j<k≤n] とおく．このとき C(3)

n -加群
An :=

∑3
i=2(⊕n

i=1C
(3)
n hi)⊗iを考える (但し⊗は C(3)

n 上の tensor積)．
12この命題は SU(2)表現についても成り立つ．



• hj に対し，作用 fσi，fσ−1
i
を次のように定義する：

fσi(hj) :=

{
xi,i+1hi − hi+1, if j = i

hpii+1(j), otherwise
, fσ−1

i
(hj) :=

{
xi,i+1hi+1 − hi, if j = i+ 1
hpii+1(j), otherwise

• fσ±1
i

(hi1 ⊗ · · · ⊗ him) := fσ±1
i

(hi1)⊗ · · · ⊗ fσ±1
i

(him).

• An上の C(3)
n -線形写像 c : An → C(3)

n を次のように定義する：

c(hi1 ⊗ hi2) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
xi1i2 if i1 < i2

2 if i1 = i2

xi2i1 if i1 > i2

c(hi1 ⊗ hi2 ⊗ hi3) := sign(τ)xiτ(1)iτ(2)iτ(3)

但し，τ は iτ(1) ≤ iτ(2) ≤ iτ(3) を満たす 3次対称群の元．

• (1) fσ±1
i

(
∑

k skhk) :=
∑

k fσ±1
i

(sk)fσ(hk) (sk ∈ C(3)
n )：ねじれ C(3)

n -線形拡張.

(2) 多項式 s(xi1i2, xi1i2i3) ∈ C
(3)
n に対し，

fσ±1
i

(s(xi1i2 , xi1i2i3)) := s(fσ±1
i

(xi1i2), fσ±1
i

(xi1i2i3))：fσ±1
i
の C(3)

n への拡張.

(3) fσ±1
i

(xi1···im) := c ◦ fσ±
i
(hi1 ⊗ · · · ⊗ him)：xi1···im に対する fσ±1

i
の作用.

(4) fγ1·γ2 := fγ1 ◦ fγ2 (γi ∈ Bn)：一般の braidへの拡張.
によりAn上の作用 fσを定義する13.

• 真部分集合Am ⊂ {1, · · · ,m}に対し，εAm(i) :=

{
1, if i /∈ Am

0, if i ∈ Am
を定義する．

• gσ,Am(hi1 ⊗ · · · ⊗ him) := f
εAm(1)
σ (hi1)⊗ · · · ⊗ f

εAm(m)
σ (him).

定義 3.3 (ideal SL(σ)) braid表示 σ ∈ Bnに対し，SL(σ)を以下の多項式で生成される C(3)
n

の idealとする：

c(fσ(hi ⊗ hj)− hi ⊗ hj), (1 ≤ i < j ≤ n)

c(fσ(hi ⊗ hj ⊗ hk)− hi ⊗ hj ⊗ hk), (1 ≤ i < j < k ≤ n)

c(gσ,A2(hi ⊗ hj)− hi ⊗ hj), (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

c(gσ,A3(hi ⊗ hj ⊗ hk)− hi ⊗ hj ⊗ hk), (1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n)

一般 6角関係式, (if n ≥ 3)

ここで，一般 6角関係式とは，ある特別な非幾何的定義多項式の一種である ([N3]参照)．実際，
一般 6角関係式以外の生成元 c(fσ(h) − h), c(gσ,Am(h) − h)がX(GK)の幾何的定義多項式を
実現していることが確認できる．この様に定義された代数多様体F(σ)は，braid表示の取り方
に依らない14．

13Φn : Bn → Aut(C(2)
n ), Φn(σ) := fσ は braid群のMagnus表現に対応している.

14実は，SL(σ)に含まれる一般 6角関係式を排除しても，その共通零点はMarkov move不変になるが，一般 6
角関係式を入れることで，S0(K) の持つ重要な幾何構造が F(K) に反映されるため，一般 6 角関係式は排除しな
い．この意味で，一般 6角関係式は幾何的定義多項式とも見れる．



定義 3.4 (Markov move) Braid群 Bnの元 σに対し，次の 2種類の操作

σ ↔ σ∓1
i σσ±1

i (1 ≤ i ≤ n), σ ↔ σσ±1
n+1.

をMarkov moveという (前者をタイプ I，後者をタイプ IIという)．

定理 3.5 (Markov moveによる不変性 [N3]) 結び目 K の braid表示 σ ∈ Bn に対し，代数
多様体F(σ), F(σ∓1

i σσ±1
i ), F(σσ±1

n+1)は同型
15である．

結び目Kの任意の二つの braid表示は，有限回のMarkov moveで互いに移り合うため，定理
3.5は，F(σ)が braid表示に依らない，つまり結び目不変量であることを示している．Kのあ
る braid表示 σに対しF(K) := F(σ)と定義する．特にF(K)の normにより，非負整数値16不
変量 f : {結び目 } → Z≥0, f(K) := ||F(K)|| が定義できる．

4 F(K)の幾何的側面

SL(σ) (σ ∈ Bn)を生成する fσ(hi)は，次のような loopの局所操作17に対応する：

= −

xi,i+1

hi

hi

hi+1fσi(hi)
σi

⇒

この性質により，c◦fσ(hi⊗hj), c◦gσ,A2(hi⊗hj)は共に C(2)
n := C[{xij}1≤i<j≤n] の元となるこ

とがわかる．つまり，商多項式環 C(3)
n /SL(σ)は，次の分解 (filtration) Q(d)(σ) := C(d)

n /SL(d)(σ)
を誘導する：

Q(σ) = Q(3)(σ) ⊃ Q(2)(σ) ⊃ Q(1)(σ) = C.

但し C(1)
n := Cとし，SL(d)(σ)は，SL(σ)の生成元のうち，C(d)

n の元であるものが生成する C(d)
n

の idealとする. この双対 (i.e.,各 SL(d)(σ)の共通零点)を取ることにより，次の列を得る．

F(K) = F (3)(σ)
xij -射影−−−−−−→ F (2)(σ) 0-射影−−−−→ F (1)(σ) = {0} ⊂ C

各代数多様体 F (d)(σ)は結び目の不変量となることがわかる．F (d)(K) := F (d)(σ)と定義し，
norm || · ||により，非負整数値関数18fd(K) := ||F (d)(K)||を定義する．(定義から，任意の結び
目Kに対し f1(K) = 0.) これにより，s0(K)の挟み撃ち評価式を得ることができる (命題 4.1,
付録 A参照).

命題 4.1 少なくとも次の性質が成り立つ：

1. dim� (F (3)(K)) = 0ならば，f3(K) ≥ s0(K) ≥ (|∆K(−1)| − 1)/2. (性質 2の系)
2. dim� (F (3)(K)) = 0を満たす smallな結び目Kに対し，f3(K) ≥ s0(K) ≥ degl(AK(m, l)).

(性質 5の系)
3. 2-bridge knot K = S(p, q)に対し，F (d)(K) ∼= S0(K), fd(K) = p−1

2 (d = 2, 3). ([N4])
4. 合成結び目 K = K1#K2 (但し |∆Ki(−1)| �= 1, d = 1, 2)に対し，dim� (F (3)(K)) ≥ 1.

(性質 4の系)

15代数多様体 V1，V2 が同型 (∼=)とは，全単射多項式写像 p : V1 → V2 が存在するときをいう．
16定義から (必要なら座標変換により)常に F(K) ⊃ S0(K) �= φとなるため．
17meridional knotを全て 0に退化させた場合の t = −1における KBSMの skein relation に対応する．
18任意の結び目K に対し，F(d)(K) (i = 1, 2, 3)が空ではないことによる．



5 F (d)(K)の代数的側面：abelian knot contact homology

まず，結び目Kの braid表示 σ ∈ Bnを固定し，nに付随した Z上の次数付き tensor代数

Z〈
deg 0︷︸︸︷
aij ,

deg 1︷ ︸︸ ︷
bij , cij ,

deg 2︷ ︸︸ ︷
dij , ei 〉 (1 ≤ i < j ≤ n)

に交換関係式 v ⊗w = (−1)deg v deg ww ⊗ vを導入した商環 Tnを考える．Tnは，生成元の次数
により，filtration Tn = T (2)

n ⊃ T (1)
n ⊃ T (0)

n = Z[aij] (center：多項式環) を持つ．但し T (i)
n は

0次から i次までの元が生成する Tnの部分環とする．ここで，σに付随した以下の条件を満た
す differential ∂(i)

σ : T (i)
n → T (i−1)

n (i = 0, 1, 2)が具体的に定義される19：

1. ∂(i)
σ は次数を 1下げる．

2. Leibniz rule：∂(i)
σ (vw) =

(
∂

(i)
σ v

)
w + (−1)degvv

(
∂

(i)
σ w

)
を満たす．

3. ∂(i−1)
σ ◦ ∂(i)

σ = 0．

(詳細は [Ng]を参照.) 特に，条件 3により homologyが定義される．

定義 5.1 (braidに対する contact homology [Ng]) braid σに対し，chain complex

0 ∂
(3)
σ−−−→ T (2)

n
∂
(2)
σ−−−→ T (1)

n
∂
(1)
σ−−−→ T (0)

n
∂
(0)
σ−−−→ 0

から定義される i次の homology HCab
i (σ) (i = 0, 1, 2) を，braid σ に対する i次の abelian

contact homologyという．

実は，Markov moveによってHCab
i (σ)は (環同型を法として)不変である ([Ng])．HCab

i (K)
を HCab

i (σ) で定義し，結び目 K の i 次の abelian knot contact homology という．こ
こで，環同型 ψ : C(2)

n → Z[aij] ⊗� C = C[aij], ψ(xij) := −aij を考えると，ψ は環同型
ψ̃ : Q(2)(σ)→ HCab

0 (K)⊗�Cを誘導する．

定理 5.2 ([N3]) S3内の任意の結び目Kとそのbraid表示σに対し，Q(2)(σ)とHCab
0 (K)⊗�C

は環同型である20．

定理 5.2, 命題 4.1(性質 3)により，K が 2-bridge knotの場合，HCab
0 (K)⊗�Cは S0(K)の

座標環であることがわかる．一般の結び目に対しては，HCab
0 (K)⊗�Cは少なくとも S0(K)の

座標環の一部の情報を反映した対象となってる．
また，F (2)(K)が 0次元のとき，F (2)(K)の点の個数は，HCab

0 (K)⊗�CのBetti数となる．
この議論はQ(3)(σ)にも適用できる．つまりQ(3)(σ)は，Im(∂̃(1)

σ ) = SL(3)(σ), Ker(∂̃(0)
σ ) = C(3)

n

を満たす，ある chain complex · · ·
�∂
(1)
σ−−−→ C(3)

n
�∂
(0)
σ−−−→ 0 の 0次の homologyとして捉えられる．

従って，F (3)(K)が 0次元のとき，F (3)(K)の既約成分の個数は，Q(3)(σ)のBetti数である21.
このようにF (d)(K)は，何らかの対象の 0次の部分を捉えていると考えられ，より大きな枠
組みでの F (d)(K)の研究が期待される．

19本来 ∂
(i)
σ は ∂σ : Tn → Tn の i番目の filterへの制限として定義される．条件 1,2,3 を満たす differential ∂ を

持つ次数付き代数を differential graded algebra(DGA)という．対 (Tn, ∂)は DGAである．
20特に Q(2)(σ)は結び目の不変量となる.
21これらの現象は F(d)(K)のモデルとなった Casson-Lin invariantが『ある Floer homologyの Euler数と

して解釈できる』という事実に由来する性質であると考えられる.
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A 付録：結び目不変量比較一覧表
* Montesinos-3はMontesinos knot with length 3

K dim(F (3)) dim(F (2)) f3 f2 |∆K(−1)| degl(AK(m, l)) type

O 0 0 0 0 1 0 trivial
31 0 0 1 1 3 1 S(3, 1)
41 0 0 2 2 5 2 S(5, 3)
51 0 0 2 2 5 1 S(5, 1)
52 0 0 3 3 7 3 S(7, 3)
61 0 0 4 4 9 4 S(9, 5)
62 0 0 5 5 11 5 S(11, 3)
63 0 0 6 6 13 6 S(13, 5)
71 0 0 3 3 7 1 S(7, 1)
72 0 0 5 5 11 5 S(11, 5)
73 0 0 6 6 13 6 S(13, 4)
74 0 0 7 7 15 5 S(15, 4)
75 0 0 8 8 17 8 S(17, 5)
76 0 0 9 9 19 9 S(19, 7)
77 0 0 10 10 21 7 S(21, 8)
81 0 0 6 6 13 6 S(13, 7)
82 0 0 8 8 17 8 S(17, 3)
83 0 0 8 8 17 8 S(17, 13)
84 0 0 9 9 19 9 S(19, 5)
85 0 0 12 11 21 9 Montesinos-3

86 0 0 11 11 23 11 S(23, 7)
87 0 0 11 11 23 11 S(23, 9)
88 0 0 12 12 25 12 S(25, 9)
89 0 0 12 12 25 12 S(25, 7)
810 0 0 15 14 27 unknown Montesinos-3

811 0 0 13 13 27 11 S(27, 10)
812 0 0 14 14 29 14 S(29, 17)
813 0 0 14 14 29 14 S(29, 11)
814 0 0 15 15 31 15 S(31, 13)
815 0 0 18 17 33 unknown Montesinos-3

816 0 0 17 17 35 unknown not small
817 0 0 18 18 37 unknown –
818 ?? ?? ?? ?? 45 unknown –
819 0 0 3 2 3 unknown Montesinos-3

820 0 0 6 5 9 5 Montesinos-3

821 0 0 9 8 15 unknown Montesinos-3

946 0 0 6 5 9 4 Montesinos-3

10132 0 0 8 5 5 8 Montesinos-3

31#31 1 1 3 3 9 unknown composite


